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Recientemente, el estudio de la estructura métrica de los grupos Fuchsianos y
Kleinianos ha recibido mucha atención. Esto se debe a varias razones, entre las que
cabe destacar:
(i) Su aplicación a la teoría de funciones que se deriva de que el cubrimiento uni-
versal de las superficies de Riemann suele exhibir un comportamiento extremo
en la clase de funciones holomorfas con valores en la superficie.
(ii) La conexión con problemas de la teoría métrica de aproximación diofántica.
Estas dos constituyen las motivaciones fundamentales de esta tesis. Y, señalamos
también,
(iii) Su utilidad y estrecha conexión con la teoría del espacio de Teichmiiller. Por
ejemplo, el problema clásico de Alilfors que pregunta si el área del conjunto
límite de un grupo Kleiniano finitamente generado es cero o ese conjunto límite
es toda la esfera: problema que permanece abierto.
(iv) El paralelismo con la. teoría de iteración de funciones racionales: sistemas
dinámicos complejos.
(v) El papel de las variedades hiperbólicas en la clasificación de 3-variedades.
La motivación central de esta memoria son ciertos teoremas de buena y mala
aproximación dr números reales por racionales debidos a IihintelLine. Jarnik-Besico-
vital y Jarnik, además del resultado elemental de Dirichlet.
Si consideramos el grupo de las matrices dos por dos sobre los números en-
teros y determinante uno, es decir, el grupo modular S L(2,Z), éste actúa dis-
continuamente en el semiespacio 11[ 2 {(r, y) E R2 : y > O. La órbita de oo
está formada justamente por los números racionales y si consideramos la superficie
modular C = 112 /5L(2, Z) con la métrica proyectada de la métrica de Poincaré
de IV, podemos interpretar los resultados de aproximación dio77ántica en términos
del comportamiento asintótico de las geodésicas de C. Recíprocamente, resultados
sobre el comportamiento asintótico de las geodésicas se traducen en resultados de
aproximación y ahí radica una de las razones del interés de este. interpretación.
La observación de partida es que este fenómeno no es exclu-;ivo de la superficie
modular y, en general, se tiene una estrecha relación entre algunos resultados sobre
el comportamiento a.sintótico de geodésicas en variedades hiper)ólicas y resultados
de aproximación por algunas órbitas del grupo de cubrimiento le la variedad.
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A continuación describimos algunos de los resultados obtenidos así como ciertas
aplicaciones.
Denotaremos por M una variedad hiperbólica (d + 1)-dimensional , es decir,
una variedad Riemanniana completa de curvatura seccional constante negativa y
dimensión d + 1. A partir de ahora, p, q serán puntos en M y S(p) denotará la
esfera unidad del espacio tangente de M en p. Además, para todo y E S(p),
denotaremos por -yp,„(t) la geodésica que parte de p con dirección I , y por dist la
distancia en M.
En 1S2] D. Sullivan demostró que si M es no compacta pero con volumen finito,
entonces
Teorema (Sullivan). Para casi toda dirección e E 5(q), se tiene que
	
dist(y q, ,, (1) ,p)	 1
hin stip 	  =
t—,co	 log t	 d
Esto tiene como corolario el teorema clásico de Kliintchine.
Teorema (Khintchine). Para casi todo E IR se verifica
1
q
	 q 2 log q
para infinitos p, q E Z primo.q relat:Ivos.
De hecho se puede reemplazar -¿!- por,F.(ql , con F(r) una función tal queq Iog q
F(r) es decreciente y E.„ F(n),-
.2-




es numerable. El teorema 4 del capítulo 3 da la dimensión de Hausdorff de un
conjunto de geodésicas que interpola entre estas dos situaciones. En lo que sigue
DH denotará la dimensión de Hausdorff.
Teorema 4. Para O < o < 1,
	
DH (Ir E 5(q) : lim sup dif(-yq r(n•P) >	 = </O- o).
It“RoDuccuSN 3
Este resultado es válido para M no compacta y de volumen finito. En este
caso se tiene que M -=== 1 0 U U7 t Y, donde X0 es compacta y los Y. son cúspides.
Por tanto el teorema de Sullivan y el teorema 4 pueden expreshrse en términos de
alturas alcanzadas en las cúspides de .M y se refieren al conjunto de geodésicas que
entran infinitas veces (con cierta velocidad) a las cúspides.
Estos resultados geométricos se trasladan en resultados de Iluena aproximación
por elementos parabólicos para subgrupos discretos de m¿sh(rlid-i- 1 ) con unen
finito y con elementos paralxílicos. En particular, al considerar r = 1/(1 — a) y la
superficie modular M = 11-11 2 /SL(2, Z), se obtiene como corolario el teorema clásico
de J arnik- Besicovitch.
Corolario 1 (Jarnik-Besicovich). Para cada r > 1,




para infinitos —I) E Q con m.c.d.(p,q)	 1})
Al considerar el grupo de Pirard S L(2, Z( N/.)) o nn  generalmente G =
S L(2, A), donde A es el anillo de enteros de Q( ) y n es un entero positivo que
no es un cuadrado perfecto se obtiene,
Corolario 2. Para cada r > 1,
DI I (1C E C : 1c(f) 
lql2T
para infinitos p, q primos relativos en .4))
9
Decimos que p, q E A son primos relativos si existen	 E A tales que pr q:; = 1.
Otros resultados de este tipo para otros grupos aparecen en la sección 1.1 del
capítulo 3.
Como ya hemos señalado, el teorema 4 se refiere a geodésicas que entran infini-
tas veces en las cúspides, es decir, entran infinitas veces en entornos centrados en
puntos de la frontera ideal. Para puntos de „Vi los resultados análogos son válidos
y los podernos enunciar como sigue:





>_ o . para todo pi E	
— 1 + 0DH ({r E S(q) :
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Teorema 7. Para casi toda dirección v E S(q),
1
lim	
dist(yq,,(1), p .)	 1
sup 	 iog t 
—
Como antes, el teorema 6 se traduce en un resultado tipo Jarnik-Besicovitch y
el teorema 7 en un resultado tipo Khintchine.
Los resultados hasta ahora mencionados se refieren a variedades hiperbólicas
de volumen finito. Ahora vamos a considerar variedades hiperbólicas con grupo
fundamental geométricamente finito pero no necesariamente de volumen finito. Este
clase de variedades son de interés para las aplicaciones a teoría de funciones y para
aplicaciones aritméticas, por ejemplo, cuando consideramos los grupos de Hecke.
El estudio es bastante más complicado pues ahora el flujo geodésico no es
ergódico con respecto a la medida de Lebesgue. El sustituto adecuado es la medida
de Patterson (ver capítulo 1, sección 1.6) que es una medida de probabilidad con
soporte en el conjunto límite del grupo de cubrimiento G de la variedad .M.
En el caso de que la variedad no tenga cúspides (raso estudiado en el capítulo
4), la medida de Patterson es un múltiplo constante de la medida de Hausdorff 45-
dimensional del conjunto límite del grupo de cubrimiento, donde (5 es el exponente
de convergencia del grupo. Los resultados obtenidos son precisos y mencionamos
algunos a continuación.
Dada tina geodésica cerrada dirigida G en M. estudiamos el conjunto de geodé-
sicas en .M que partiendo de un pinto prefijado p se "acercan" infinitas veces a G.
Más especificamente, la geodésica -yp. ,,(1) estará cerca de g en un tiempo t 0 , si
existe t'o tal que la distancia en ...VI entre -y i, , ,,(to ) y guli es pequeña v además
las direcciones de : (to ) y g. ( toi ) difieren también poco. La distancia 4-19( m ) (ver
capítulo 1, sección 1.6) formaliza esta idea de distancia en S2(.14) 	 M x 011$4+1
Sea V = ((t)} tEr una colección finita de geodésicas cerradas dirigidas en M.
Para cada gf, definimos
9 (Pd= {(Ge(t),.&.(t))) •
Sea p la medida en S(p) inducida pDr la medida de Patterson y Dilo la p-dimensión,
que se define de forma similar a la dimensión de Hausdorff sustituyendo los radios
de las bolas por la p medida de los mismos.





lim sup (10 (.14:«7p,4,(1).7p,v(t)).Mai)) >
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DI I la ( L(V,a))
 = + ,
donde b es el exponente de convergencia del grupo de cubrirnienlo de M.
Teorema 9. Sea G una geodésica cerrada dirigida en M. Para casi toda dirección
tt E S(p) con respecto a p, 9 e tiene que
log
do l m ) (hp,	 (t)).9(g))	 1lim sup
	 =
r- cc	 log t	 9 ti,
De nuevo estos resultados pueden trasladarse- en resultados de buena aproxi-
mación de puntos límites pero ahora por puntos fijos hiperbólicos.
En presencia de cúspides la medida de Patterson tiene un comportamiento
mucho más delicado y las estimaciones son más complicadas. Este caso general es
estudiado en el capítulo 5 y los resultados obtenidos no son tan precisos.
Corno hemos señalado anteriormente, los resultados sol->r? . geodésicas hasta
ahora descritos se traducen en resultados de buena aproximación en ik d que ge-
neralizan los teoremas de Jarnik-Besicovitch y de Khintchine. El capítulo 2 está
dedicado a este tipo de problemas y las demostraciones de los teoremas de buena
aproximación de los capítulos 3. 4 y 5 se basan en los teoremas generales 1. 2 y 3
del capitule) dos.
En el capítulo 2 se introduce la noción de sistema bien distribuido (W, p). Aquí
W es una familia numerable de bolas euclídeas en TV y j i una medida en R 4 que
verifica una serie de propiedades que relacionan a 11; y j i. El uso del término "bien
distribuidos' se debe principalmente a una propiedad de equidistribución en Ilit d con
respecto a la medida p de las bolas en W de radios comparables. La definición de
sistema bien distribuido en Rd en el caso en que j i es la medida de Lebesgue, es,
en cierto sentido, una extensión del concepto de sistema regulur eii lit introducido
por A. Baker y W. Schmidt en [BSI para obtener resultados d.- aproximación por
números algebraicos de altura dada.
En los sistemas bien distribuidos que aparecen en los capítulos 3. 4 y 5 la.
medida j i es la medida de Patterson.
El último capítulo de esta memoria está dedicado al estudie) del conjunto de
geodésicas en una variedad hiperbólica M que permanecen acotadas. Este es. sin
duda, el resultado más relevante de este trabajo.
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El origen de esta clase de resultados es el siguiente teorema clásico de Jarnik.
Teorema (Jarra). El conjunto de números reales e E R tales que
para todo par p,q de enteros primos relativos, tiene dimensión de Hausdorff uno.
Estos números son los números más irracionales puesto que no se aproximan
bien por racionales, y el ejemplo primordial es la razón aurea z . El teorema de
Jarnik se interpreta en términos del conjunto de geodésicas acotadas de la superficie
modular I11 2 /SL(2, Z) y nos dice que dicho conjunto tiene dimensión dr Hausdorff
uno.
Sea R. una superficie de Riemann y p un punto en Decimos que la geodésica
-yp, ,,(t) con punto inicial p está acotada si para todo tiempo t > O permanece a
una distancia acotada del punto p. Nos interesa estudiar el conjunto B(R,,p) de
direcciones y E S(p) tales que la geodésica ');, , ,,(1) está acotada. En este contexto
obtenemos el siguiente resultado:
Teorema 14. Para toda superficie de Riemann R i1/G. distinta del disco
punteado. y para todo p E R, la dimensión de Hausdorff de B(R,p) es b(G). Si R.
es el disco punteado B(R,p) es vacío.
Aquí de nuevo 6(G) denota el exponente de convergencia de G.
El caso de superficies de Riemann excepcionales con sus geometrías canónicas
de curvatura constante, es muy simple. C y el toro son superficies compactas. En
el plano ninguna geodésica está a.cotada, mientras que en el cilindro sólamente dos
geodésicas desde cada punto lo están.
Para superficies de área finita el exponente de convergencia es uno y era ya
conocido que el conjunto de direcciones E S(p) tales que la geodésica está
acotada tenía dimensión de Hausdorff uno. Este resultado es una consecuencia de la
extensión de S.J. Patterson [P1] del teorema de Jarnik. Posteriormente, S.G. Dani
utilizando la noción de conjuntos ganadores de una versión métrica, debida a \V.
Schmidt [Schl] de un juego de Banach-XIazur [BM], extendió el resultado y probó en
[D1] que para cualquier variedad Piemanniana M completa de curvatura seccional
constante negativa y con volumen finito el conjunto de direcciones y E S(p) tales
que	 está acotada tiene dimensión de Hausdorff plena.
Importa señalar que el teorema 14 es válido para superficies de Riemann arbi-
trarias sin ninguna hipótesis de finitud y, por tanto, completa este tipo de resultados




En dimensión superior si M 111 d+1 1G y G UG, donde {G} es una sucesión
lild+creciente de subgrupos geométricamente finitos de Mób	 ) una demostración
similar a la del teorema 14 da el mismo resultado cuando M no tiene cúspides o M
tiene alguna cúspide maximal. En particular, esto incluye el teorema de S.C. Dani,
puesto que si M tiene volumen finito todas las cúspides son maximales.
Para variedades hiperbólicas de dimensión tres obtenemos también el siguiente
resultado general sin ninguna hipótesis sobre el rango de las cúspides.
Teorema 15. Para toda variedad hiperbólica geométricamente finita de dimensión
tres, k4 1H1 3 /G, excepto los cocientes de grupos parabólico & y para todo p E M,
la dimensión de Hausdorff de B(M,p) es <5(G).
Este resultado es también válido para M liP/G con G una unión creciente
de grupos Kleinianos geometricamente finitos.
El estudio de las geodésicas acotadas (y en general de órbitas acotadas de flujos)
es de interés muy actual. Tras la compleción de la prueba de lo--; teoremas 14 y 15
(y su distribución en forma de prepublicación), B. Stratrnan de la Universidad de
G¿Sttingen nos comunicó que él tambien acababa de obtener result ados similares para
litud+1subgrupos geométricamente finitos de Mób 	 Nuestro resultado es más fuerte
en dimensión dos puesto que es válido para superficies de Biemann arbitrarias sin
ninguna hipótesis de finitud. Por otra parte, en [Sr] se estudia el caso de variedades
hiperbólicas )v 11114+1 1G geométricamente finitas con cúspides v ninguna de ellas
de rango maximal para todo d > 2. En nuestro trabajo sólo nos planteamos este
problema_ para d 2. Las demostraciones son diferentes.
Muy recientemente, C. Bishop y P. Jones han demostrado cm [BJ] que si G es
un subgrupo discreto no elemental de M¿;1) (1131 ) entonces la dimensión de Hausdorff
del conjunto limite cónico de G es igual al exponente de conv(,rgencia de G. En
particular, también se obtiene de su prueba que si .'4 IEV/G con G finitamente
generado entonces D H (B( M . p)) = b(G).
C. Bishop y P. Jones también demuestran que para todo subgrupo de 1\16b(111 3 )
finit amente generado que es geométricamente infinito, la dimensión de Hausdorff del
conjunto límite es 2. Por tanto, si .;k4 = y la dimensión de Hausdorff del con-
junto límite MG) es menor que dos, entonces cualquier subgrupo finitamente gen-
erado de G es geométricamente finito y, en consecuencia, G es una unión creciente
de grupos Kleinianos geométricamente finitos. Se obtiene el siguiente resultado.
Teorema 16. Para toda variedad hiperbólica de dimensión M IH13 /G con
DH(A(G)) < 2, excepto los cocientes de grupos parabólicos. y para todo p E M. la
dimensión de Hausdorff de B(M,p) es MG).
El teorema 14 se traduce en un resultado de mala aproximación y cuando
/32
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consideramos en particular los grupos de Hecke r(A) se obtiene el siguiente resultado
tipo Jarra (ver capítulo 1, sección 1.7).
Corolario 7. La dimensión de Hausdorff del conjunto de puntos límites	 E
AnAn tales que
para toda slracción finita, es b(r(A)).
Recordarnos que la función A —, 8(r(A)) es continua, Lipschitz, estrictamente
decreciente en [2, co) y satisface que 6(r(2)) = 1 y lim 05(1-(A)) = 1/2.es
Algunos de los resultados de esta memoria aparecen en los siguientes artículos.
[i1U] Melián, M. V., Pestana, D., Geodesic excursions hito cusps in finite-
volume hyperbolic manifolds. Michigan Math. J. 40 (1992), 77-93.
[DMPV] Dodson, M. M., Melián, M. V., Pestana. D., Velani, S., Ubiquity and Pat-
terson measure. Por aparecer en Aun. Acad. Sci. FC7191. Ser. A 1.
[FM] Fernández, J. L., Melián, M. V., Bounded geodesics in hyperbolic niani-
folds. Prepublicación. Agosto, 1993.
Capítulo 1
Nociones básicas
El objetivo de este capítulo es reunir algunas definiciones y :7esultados previos
relacionados con el trabajo realizado en esta memoria y describir en cierta forma el
contexto de la misma. El capítulo está dividido en las siguientes secciones:
1.1. Superficies de Riemann. Métrica de Poincaré.
1.2. -Variedades hiperbólicas.
1.3. Dimensión de Hausdorff y p-dimensión.
1.4. Algunos teoremas de la. teoría métrica de aproximación diofántica.
1.5. Conjuntos límite de un grupo Iileiniano.
1.6. La medida de Patterson. El flujo geodésico.
1.7. Transformaciones de Mdhius y números de Clifford.
La primera sección está dedicada a las superficies de Rieniam. Aquí describi-
mos los conceptos de cúspide y fonil que utilizaremos más adelante. Referimos a
[Al], [B], [Be], [FIN], [G], [K]. y [Pl] para más detalles.
En la seccidi 1.2 describimos algunas propiedades de las variedades hiperbólicas
y generalizamos el concepto de cúspide. Las referencias básicas ion [G]. [Th]. [T1]
y [W]
En la sección 1.3 se dan las definiciones de n-contenido y dimensión de Haus-
dorff asi como algunas de sus propiedades. También se define la 1 i-dimensión y el
(o, p )-contenido. Como referencias se tienen [C]. [F]. [KS] y [R].
La sección 1.4 contiene los teoremas clásicos de Jarnik, Jarnik-Besicovitch y
Iihinchine asi como su interpretación en términos de geodésicas y las extensiones
del teorema de Jarnik debidas a S. Patterson y S. O. Dani. Se comentan además
las técnicas de sistema regular. sistema ubicuo y juegos ganadores que permiten
obtener cotas inferiores para la dimensión de Hausdorff (le ciertos subconjuntos de
R d . Como referencias para esta sección se tienen [BS]. [DVR]. [D1]. p21. [Fo].
[P1], [5( . 111], [Sch2] y [S2].
9
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En la sección 1.5 se definen el conjunto límite y el conjunto límite cónico de un
grupo Kleiniano. Se comentan además algunos resultados sobre el tamaño de estos
conjuntos y su relación con el exponente de convergencia.
La sección siguiente está dedicada a describir la construcción de la medida de
Patterson así como algunas de sus propiedades. Se define también la medida de Su-
llivan que es una medida en el espacio tangente de una variedad hiperbólica derivada
de la medida de Patterson y se describe el comportamiento del flujo geodésico.
Las secciones 1.5 y 1.6 están muy relacionadas porque las medidas de Patter-
son y Sullivan son un ingrediente fundamental en la obtención de la dimensión de
Hausdorff del conjunto límite. Para estas dos secciones referimos a [A2], [A3]. [N2],
[P2], [S1], [S3], [Tul] y [T2].
Finalmente la sección 1/ está dedicada a las transformaciones de 111eibius y
su representación mediante números de Clifford. Se incluye también la definición
y algunas propiedades de los grupos de Hecke. Para esta sección referimos a [A4],
[A5], [B]. [E], [MWW], y [Ro].
1.1. Superficies de Riemann. Métrica de Poincaré.
Una superficie de Riemann R es una variedad compleja conexa de dimensión
uno. En particular todo dominio plano es de forma natural una superficie de Rie-
mann.
Sea /Z una superficie de Riemann y (Ro, ir) su cubrimiento universal (único
salvo aplicaciones biholomorfas). Definimos el grupo de cubrimiento G asociado
a 7r como el grupo de homeomorfismos g : Ro Ro tales que ir o g = 7r. Este
grupo actúa sobre Ro discontinuamente, es decir, para todo p E Ro existe un
entorno U de p tal que g(U) n U = 0, para todo g E G 1 {id}. Como 7r es
un homeomorfismo local podemos dotar a Ro de una estructura de superficie de
Riemann caracterizada por hacer a ir holomorfa. Entonces todos los elementos de
G son claramente biholomorfos y R es biholomorfa a no/G. Por tanto R. Ro/G
con G un suhgrupo de las transformaciones biholomorfas de Ro en Ro, Aut (Ro ), y
que actúa de manera. discontinua.
Un teorema fundamental de la teoría de superficies de Riemann es el teorema
de uniformización de Koebe y Poincaré que enunciamos a continuación.
Teorema de uniformización. Toda superficie de RiCM-17.7177. simplemente conexa
es biholomorfa al disco unidad LS = {z E C : lz <	 el plano complejo C o la
esfera de Riemann	 C U {oo}.
Este teorema nos dice que Ro es biholomorfo con C, ó
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Si Ro N C, entonces el grupo Aut(Ro) está formado por las transformaciones
de la forma
az + b
T(z)	 cz d	 con	 a,b.c.d E C y ad — lic  ,
donde T(cc) = áy T- 1 (oo) = —1. Como todas estas transformaciones tienen
puntos fijos se tiene que G {id} y que R. É.
Si Ro ti C, entonces Aut(R.o) = {az b : a, b E C}. E único plinto fijo
puede ser infinito y por tanto G sólo puede incluir transformaciones de la forma
z b. Además como G debe actuar discontinuamente las únicas tres posibilidades
son G {id}, G = (z b), con b  0 ó G= (z h l -FM Con 1z' IR: así que
en estos casos obtenemos R."=.." C, R ti C {O} ¿ que R es un toro.
A una superficie R. cuyo cubrimiento universal es C cí C se le dice excepcional
y como hemos visto será biholomorfa a C. C, C 1 {O} o a un toro.
El grupo de automorfismos de LS. Aut(A), coincide con el grupo M'a	 de
transformaciones de Miibius que llevan LS sibre	 y conservan orientación, que se
describe como
MCSI) (S) = {( 1 { ± a E R. a E 'I} .1 +
Un hecho fundamental es que estas transformaciones son precisamente las




y que conservan orientación.
Esta métrica es la única métrica en c5 conforme con la eurlídea, completa y
de curvatura constante --1. A la distancia asociada a esta métrica la denotamos
p„. Las geodésicas son los arcos de círculos ortogonales a DLS. en particular las
geodésicas que pasan por O son los diámetros. El disco con esta métrica es el
modelo de Poincaré de la geometría, hiperbólica.
Si R. es una superficie de Riemann no excepcional y (.1,r) es su cubri-
miento universal, entonces R.	 con G un subgrupo discontinuo de :\,li-Sh(c5).
Recíprocamente. si G es un subgrupo discreto de Mób	 entonces LSIG es una
superficie de Riemann. Si permitimos que G tenga puntos fijos entonces la métrica
Hiperbólica en	 tendrá singularidades, pero el cociente será aún una superficie
de Riemann.
Como G es un grupo de isometrías de podernos proyectar por medio de r
la métrica de Poincaré de LI en R. de forma que ir sea una isometría local. La
métrica en R se denomina métrica de Poincaré de R y es una métrica completa de
12 M.V. MEUÁN
curvatura constante –1. Llamaremos hiperbólicas a las superficies de Riemann no
excepcionales con la métrica de Poincaré. La distancia asociada que denotaremos
por dist es la distancia cociente
dist(p,q)	 inf{pA (z,w) : z,w E A, ir(z) = p, lr(w) = q }
Recíprocamente, si (R, g) es una variedad Riemanniana hidimensional, com-
pleta, de curvatura –1, usando coordenadas isotérmicas se puede dotar a 'R. de una
estructura de superficie de Riemann con métrica de Poincaré g.
La transformación
T(z) –i 1 z
1 – z
lleva el disco A en el semiplano superior 111 2	 {z : Im z > O). La métrica de




Las geodésicas son los arcos de circunferencia perpendiculares a IR y las rectas
verticales.
En este caso las isometrías que conservan orientación son las transformaciones
de Móbius de 1H1 2 que conservan I11 2 y que se describen corno
az b
11151)(H 2 ) = { 
ez d 
a,b,c,d E IR, ad – he =	 {±id} .
Las transformaciones de M'a (111 2 ) se clasifican de acuerdo al número de puntos
que fijan en Ú. Sea T(z) E
(i) Si T fija un único punto a decirnos que la transformación T es para.bálica. Esto
ocurre si y sólo si T es conjugada a la transformación r. 	 + 1. Obsérvese
que T"(z) –4 a cuando Ini	 Do.
(ii) Si T fija dos puntos conjugados a y ‹ ►  decimos que es elíptica. En este caso T
es conjugada en 1118b	 ) a la transformación z	 kz con jki = 1 y k  1.
(iii) Si T deja. fijos dos puntos a y 13 en IR decimos que es hiperbálica. La. transfor-
mación T es conjugada a. z kz con Ikl  1. k E R. Para todo z a„3 los
puntos T"(z) son distintos y se acumulan en a o 13 dependiendo si ikl < 1 o
> 1.
En ocasiones es mas conveniente representar las superficies hiperbólicas como
cocientes de I111I 2 por subgrupos discontinuos de 11.1a	 ).
§1. NOCIONES BÁSICAS	 13
Si R }112 /67 con G un grupo finitamente generado entonces "R puede obte-
nerse a partir de una superficie de Riemann compacta quitando 31 puntos distintos
y n dominios de Jordan disjuntos. Recordemos que todo subgrupo de Miib (H 2 )
finitamente generado tiene un dominio fundamental con un númPro finito de lados,
es decir, es un grupo geométricamente finito.
Una superficie hiperbólica R. se puede descomponer en una unión disjiint.a
TZ 111 2 1G -310 U U Yt U U Z, ,
l=1	 8=1
donde X0 es compacta, cada Y, es isométrico a 5 1 x [log 27, -i-oo) con la métrica
dr 2 e-2rd92 y cada Z, es isométrico a S 1 x [0„, +Do), para algún a, > O, con la
métrica dr2 cosh2 r del.
Figura 1
Llamaremos a los Yis clí..qpide.,  y a los Zs 's fonilcs. Obsérvrse que el ínfimo (le
las longitudes de los lazos en la clase de homotopía libre de cada cúspide es cero,
mientras que en los foniles es igual a la longitud de la geodésica simple cerrada que
limita el fonil. es decir, 27r coste a,.
Para cada cúspide Y existe una transformación parabólica go E G con punto
fijo p E =	 y una transformación de Miibius T que verifiran
(i) T(oc) = p, y además T- 1 o go o T es la transformación -..:	 Z + 1.
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(ii) Existe un semiplano A, = {z (E C : Im z > c} tal que la imagen de T(.4,) por
	
la proyección canónica ir :	 1H12/G es homeomorfa a Y.
Nos referiremos a Y como la cúspide en p.
Además, un teorema de H. Shimizu (ver e.g. [E]) nos dice que para e = 1 y
= T-1 o G o T, el conjunto
9(A 1 ) : g E (; \ {g : 1(oo) = oo}}
es una familia numerable de bolas euclídeas disjuntas contenidas en H2 con diáme-
tros menores o iguales que 1. Por esto la longitud de la frontera finita de cada
cúspide es uno. Estas bolas son tangentes a R en ciertos plintos base a i donde
	
a; =(T- 'o g, o T)(oo)	 para algún g i E G \ 1g E G : g(p) = p}.
Nos referiremos a estas bolas como las horobola.q a..tocladas a la elí.9tde Y.
1.2. Variedades hiperbólicas.
El modelo hiperbólico de Poincaré tiene un análogo en dimensión superior. La
hola unidad B d = {x E Rd : r < 1} dotada de la métrica Riemanniana
2 Id.r1
1 - I./12
es una variedad Riemanniana completa de curvatura secciona' constante -1. Las
geodésicas son arcos de círculos perpendiculares a DIV y el grupo de isometrías que
conservan orientación es el grupo de Milbius de 3 4 ,	 ). Recordemos que una
transformación de Móbius = 114 U{oc} es una composición finita de reflexiones
en planos o esferas y el grupo formado por las transformaciones de Milius de
Rd que conservan orientación es el grupo de Milius de R d que denotaremos por
11151)(RJ ). El grupo de XLIbis de 3 d , es el subgrupo de Mil (R d ) formado por las
transformaciones que preservan Bd.
Un modelo alternativo es el semiespacio
= {(x i ,••- . r d-4-1) E 1R d+1 :	 > O}
con la métrica hiperbólica L\ =En este caso las geodésicas son los arcos
Xd+I
(le círculos y las rectas perpendiculares al plano {.r d + 1 = 0}, y el grupo de las
isometrías que conservan orientación es el grupo de Miibins de H d+1 , (11114+1),
que es el subgrupo de Mil (R d+1 ) formado por las transformaciones que preservan
el semiespacio H4+1.
(1,s =
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Una variedad hiperbólica M es una variedad Riemanniana con curvatura sec-
ciona] constante negativa.
Sea M una variedad hiperbólica y (Mo, 7r) su cubrimiento universal. Entonces
M MoIG con G un subgrupo discontinuo del grupo de automorfismos de Mo.
El teorema de uniformización para variedades hiperbólicas nos dice que el
semiespacio Hd+1 con la métrica hiperbólica es salvo isometrías y un factor con-
forme constante la única variedad hiperbólica simplemente conexa. Por tanto salvo
un factor conforme constante m	 lid+i/G con G un subgrupo discontinuo de
MCI	 ).
Las transformaciones T E m¿sb (1E1'1+1 ) se clasifican de manera similar al caso
1 = 1.
(i) Si T es conjugada a una transformación de la forma x	 Á(x) + a con A una
matriz ortogonal y a E Rd 1 {0}, decimos que la transformación es parabólica.
(ii) Si T es conjugada a una transformación de la forma x	 .A(x) con A  idy
ortogonal decimos que es elíptica.
(iii) Si T es conjugada a una transformación de la forma x 	 AA(x), donde A > O.
 1, y A es ortogonal decimos que es loxodrómica. En particular, cuando
A = id decimos que T es hiperbólica.
Sea G un subgrupo discreto de Mob (11114+1 ). Para todo a' E 1111 d+1 denotamos
por A(x) el conjunto de los puntos de acumulación de la órbita del punto .r. Como
las transformaciones de G son isometrías para la métrica hiperbólica es claro que
Hd+A( a) = A(y) para todo a7, y E	 El conjunto límite A( G) e. .; el conjunto de los
puntos de acumulación de alguna órbita.
Supongamos que el grupo G tiene elementos parabólicos. coi pes un punto fijo
paralairo de algún elemento de G decimos que un abierto U C Ilid4 1 es un entorno
cuspidal de p si existe T E Mii1)(11-11 d+1 ) tal que T(p) = D• y además se verifica:
(i) T(U)	 d+ 1 (R k x 111+1-k ) donde 1113+I-k es la bola unidad de Rd+l-k
(ii) u n A(G) = {p}.
(iii) g(U) = U para todo g E G. y g(U) n U = 0 para todo g E G G. donde
Gp =	 E G : g(p) = p}.
Llamaremos cúspide a la proyección de U en H d+1 /G. El número k se llama
rango de la cúspide.
Obsérvese que T- 1 ( (x rd+1 ) : > 1} ) es una horobola con punto
base p. Las imágenes por G de esta horobola forman una familia de horobolas
disjuntas. Nos referiremos a ellas como a las horobolas asociadas a la cúspide en p.
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Sea G es un grupo geométrica.mente finito, es decir, existe un poliedro (hiper-
bólico) abierto P con un número finito de lados que verifica: i) Las imágenes por
G de la clausura de P cubre lEildf1 ; ii) Las imágenes g(P) son disjuntas dos a
dos. Entonces, el espacio cociente MG = H(A(G))IG donde H(A(G)) denota
la envolvente convexa en d+1 del conjunto límite, se puede descomponer en la
siguiente unión disjunta
m
MG = Xo U U ,
donde X0 es compacto y los Yt 's son cúspides.
1.3. Dimensión de Hausdorff y II-dimensión.
En los problemas de aproximación aparecen de forma. natural conjuntos de
medida de Lebesgue cero. El concepto de dimensión de Hausdorff nos permite
medir el tamaño de estos conjuntos y así distinguir entre ellos.
Sea A C Rd y s > 0. Un s-eubrimierao de A es una familia {B(x i ,r i )} de bolas
en R d con radios r i < s que cubren el conjunto A.
Para todo a > O definimos
Ho..,(A) = inf	 rr : {B(r r i )} un s-cubrimiento de A)
El valor de H„ , ,(A) decrece con s y, por tanto, el límite
H ‹,(.4) = lim Ho ,(A)3—o	 '
existe. Este límite se llama la med2da de Hausdorff o-dimensional.
La dimensión de Hausdorff de A. denotada por DH(A), se define como
DH(A) = sup{a : H (,(A) > 0) = inf {a : H,(A) = 0)
Es fácil comprobar (ver e.g. [K- S]) que
si o < DH(A),
Ha( A ) = +cc'1 0.	 si a > DH(A).
Por tanto si O < H i3 (A) < +oo, entonces DH(A) = /9:
La dimensión de Hausdorff se puede definir de forma alternativa usando la
noción de a-contenido.
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El a-contenido de .4, denotado por Alo (A), se define como
= inf	 rica' : {B(.1-,,ri)} un cubrimiento por bolas de A)
Es claro que
Ale,(.4) = O si y sólo si Ho (A) O
y por tanto
DH(A) = inf {o : M° (.4) ) = O) = sup{of : M°(A) > O)
El o-contenido no es una medida. Sin embargo, (ver e.g. [T], [C]).
Lema (Frostman). Si 41/,(..4) > O y A es cerrado, existe una To.dida positiva v tal
que
(i) .1.1‹,(.4) =	 (la masa total de v),
(ii) u(B(.r, r)) < cr°, para toda bola B(x,r).
Recíprocamente si existe una medida positiva v con soporle en A verificando
(ii), entonces para todo cubrimiento por bolas {B(.ri,ri)} de A se tiene que
v(.4) < c E r a q
V. en consecuencia, 11I° ( A) > (1/c) v(.4).
Esto da un procedimiento efectivo para estimar inferiormente la dimensión de
Hausdorff de A: construir una medida positiva con soporte en A. verificando (ii) y
conv(.4)> O.
Sea p una medida positiva en lie y A C Rd . Definimos el (o. I,)-contenida de
A, denotado por ..N/g(.4), como
f: (A) =	 ^(p(Bi)r :	 } un cubrimiento por bolas de .4) .
La p-dimensirín de A.	 (A), se define como
D. 0 (A) = inf{n : .117:(A) = O) = sup{n : .1/1:(A) > 0).
Obsérvese que si j i es la medida de Lebesgue en R 7', entonces Mg(A ) =
	 lin«,(A)
y DHp (A)=n DH(A).
Una propiedad útil y que se comprueba fácilmente es la siguiente.
18 M.V. MELIÁ*!
Si A = U 1 A k con A k C Ak+i, entonces
DH(A) = lim DH(Ak)
k cx)
DHt,(A) = lim DH 4 (A k ).k 
1.4. Algunos teoremas de la teoría métrica de aproximación diofántica.





El infinito es un punto fijo parabólico de la transformación z	 z + 1. y la familia
7-t = {g(A) : g E G, g(Do)	 cc) con A = lz : hm : > 1) está formada por
horodiscos disjuntos, de forma que si
( Pq 8
entonces g(A) es un horodisco con punto base p/q y radio 1/(2q2 ); como ps—qr = 1
la fracción p/q es irreducible. Estos horodiscos son los horodiscos asociados a la
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Si es un irracional la línea vertical 4 con punto final intersecta a infinitos
horodiscos de 1-< pero no es tangente a ninguno, por tanto hay una sucesión de
racionales p„ /q„ con m.c.d. (p,,, q„) = 1 tales que
I _ &1
 Pn ,





De hecho, Hurwitz demostró que el mejor valor de e es 1/j) (ver e.g. [Fo]).
Una región fundamental para el grupo modular actuando en 1HI 2 es la región de
puntos en H 2 verificando
--
1
 <	 < –
I	
y	 19 	 —
El cociente R. =111 2 1G, conocido como la ..tuperficie modular, es corno superficie de
Riemann el plano complejo, y el el cubrimiento se ramifica sol: re dos puntos con
órdenes 2 y 3. Los horodiscos de se proyectan en una región en R. que llamaremos
la cúspide en infinito.
Al proyectar la métrica hiperbólica, se obtiene una métrica con dos singula-
ridades. Fijemos un punto p en R y un levantamiento fi en H2 de p y denotemos
por S(p) la esfera unidad en Tp R, el espacio tangente en p. La geodésica -5 .fi,/ en
H 2 que parte de 13 y tiene punto final E R se proyecta en una geodésica 7p, ,. (1) en
R con punto inicial p y con cierta dirección t'W E S(p). A partir de un tiempo t
suficientemente grande la geodésica ¡ I5,1 es comparable a la geodésica vertical L1,
por tanto (1.1) nos dice que para casi toda dirección 2' E S(p) la geodésica	 r
entra infinitas veces en la cúspide. Además una geodésica diverge a infinito
si su correspondiente levantamiento tiene punto final en un racional. Por tanto
también se tiene que el conjunto de geodésicas que parten de p y divergen a infinito
es numerable.
Vemos, por tanto, que ciertos resultados (le aproximación dic)fántica pueden ser
interpretados geométricamente de esta manera como enunciados sobre geodésicas
en la superficie modular.
Un resultado clásico de Khintchine es el siguiente.
Teorema (Nhintehine). Para casi lodo	 E R existe una. .que%giríu de racionales
plq, con m.c.d. (p,q)= 1 tales que
1
- '1 1 < 	  •q	 q 2 log(1.2)
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De hecho si F(r) es una función tal que F(x)/r es decreciente -también se tiene
que, para casi todo e E R, se verifica
P- - <
q	 q
para infinitas fracciones p/q irreducibles, si y sólo si E T, F(n)	 ce.
Recordemos que los horodiscos correspondientes a la cúspide tienen puntos
base p/q y radios 1/(2q 2 ). Por tanto (1.2) nos dice que para casi todo E R existe
una sucesión de horobolas {Hi = H(ai ,Ri )} tales que para todo i la distancia de





Este resultado fue generalizado por D. Sullivan para subgrupos de Meib(11-1[ 44- 1 ) de
volumen finito y con elementos parabólicos. En términos de geodésicas se puede
enunciar de la siguiente forma.
Teorema (Sullivan). Si .M 1111 4+1 /C con G un s•bgrupo discreto de Ma 111 ci+ ),
.A4 de volumen finito y no compacta, entonces, para casi toda. dirección 2' E S(p),
dist(-yr.,,(t). p))	 1
limsup 	  -
t	 logt	 d
Recordemos que dist es la distancia en A4. Por supuesto en el caso compacto
se tiene que este límite superior es cero para toda dirección.
Otro resultado clásico de aproximación diofántica es el siguiente teorema de
JarnIk y Besicovitch.
Teorema (Jarnik-Besicovich). Para cada, r > 1 el conjunto de puntos e E R tales
que se verifica.
- <q27q	 q
para infinitos p/q E Q con p y q primos relativos, tiene dimensión de Hausdorff
igual a. 1/r.
En términos geométricos el teorema de Jarnik-Besicovich nos dice que para
O < n < 1 el conjunto de direcciones y E S(p) tales que la geodésica correspondiente
en '7Z = 1111 2 /SL(2.Z) verifica que
lim stip dist(7p.v(t),P) > 
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tiene dimensión de Hausdorff 1/r. (Ver el capítulo 3)
Este teorema fue generalizado por A. Baker y W. Schmidt en [BS] para obtener
resultados de aproximación en R por números algebraicos de altura acotada.
Teorema [BS]. Para todo A > 1, y todo entero positivo n, el conjunto de los E R
tales que para algún A' < a existen infinitos números algebraicos a de altura menor
o igual que n, y que verifican
11- QI < H(or)("4-1)A'
donde H(o) es la altura de a, es decir, el máximo de los valores absolutos de los
coeficientes enteros primos relativos de su polinomio minimal.
Para obtener este resultado, Baker y Schmidt introdujeron ln noción de sistema
regular. Un sistema regular es 1111 conjunto numerable A c Ry uaa función positiva
F, definida en A, con ciertas propiedades que garantizan la cquidistribución en
todo intervalo de R de los elementos de .4 sobre los que la función F torna valores
comparables.
Definición. Un conjunto numerable A de números reales junio con una función
positiva F definida. en A es un sistema regular (.4, F), si para todo intervalo I
existe un número positivo K(I), tal que, para todo K > K(I), existen elementos
a l E .4 tales que. para lodo j. k con 1 < j. d < t (j	 k). se tiene que
e I,	 F(ai)< K,	 laj -ad> K-1 ,	 t > in( I) K
donde c l = c l
 (A, F) > O y in denota la medida de Lebesgue.
Un ejemplo básico de sistema regular es .4 = Q y F(p/q) = q 2 , ó los racionales
diádicos r p/2" (con n E Ni. r E Z. y p un entero impar) y F( r p/2"1 = 1/2".
En [BS] se demuestra que si (I)(.r) es una función positiva verificando que (1)(x) <
1/(2.r), entonces, para todo o tal que
lim	 (4)(/))" = DC, ,
r
el conjunto de puntos E R para los cuales existen infinitos a E A tales que
K - al < (1)(F(o)),
tiene dimensión de Hausdorff mayor o igual que o.
1
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Una generalización del concepto de sistema regular a dimensión superior apare-
ce en [Iv113], nuevamente con el objetivo de obtener cotas inferiores de la dimensión
de Hausdorff.
Otra técnica utilizada para estimar inferiormente la dimensión de Hausdorff es
la noción de sistema ubicuo debida a M.M. Dodson, B. P. Rynne y J.A.G. Vickers
[DRV].
Definición. Sea S2 una abierto acotado de R d . S = {Sr, C ft } aE j una familia de
conjuntos no vacios y p una función positiva definida en J.
Para todo entero N > O definimos J(N) = {ft E J : p(a) < N} y, para o E J
y p > O. definimos
Sn(p) = {x E S2: lx — Sn i < p} .
Sea, A : N —› R + una función decreciente con
lim o A(N) O
y denotemos por m la medida de Lebesgue.
Entonces el sistema (S, p ) es ubicuo con respecto a A si existe una constante
k, con. O < k < d, y. para todo entero N > O existe un conjunto medible Lebesgue
A(N) C	 tales que
(i) m(12 A(N)) = O
1(ii) Para cualquier cubo C C	 con lado l(C) = \(N) y 5 C n A(N) ID, existe
cl E J(N) tales que, para todo O < p < A(N),
m(c. n s„(p)) > Cpd—ki(C)k
y, para cualquier cubo C' C S2 con 1(C) < A(N),
m(C' n C n s'(,) < c'pd-kt(C)k
con c, c' constantes positivas.
Sea (1) :	 R+ una función decreciente con lim, I(.r) = O. Definirnos
log	 )
= min (1, lim sup •N—.)0 log (1)(	 } 
En [DVIl] se demuestra que si (S, ti) es un sistema ubicuo con respecto a A, entonces
el conjunto de puntos x E I2 que verifican
— C oi : so E Sot } < 4(p(o)),
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para infinitos a E J, tiene dimensión de Hausdorff mayor o igual que k	 – k).
Una generalización de sistema ubicuo para otras medidas aparece en [DMPV],
de nuevo con el objetivo de estimar inferiormente la dimensión de Hausdorff.
Finalmente, recordemos otro resultado clásico debido a .TarLik.





para todo p/q E Q con rn.c.d. (p, q) = 1, es uno.
En términos geométricos este teorema nos dice que en la superficie modular
el conjunto de direcciones e E S(p) tales que la geodésica 7,, , x1 permanece acotada
tiene dimensión de Hausdorff uno.
Este resultado ha sido generalizado por S.J. Patterson en [P1] para superficies
de Riemann de área finit.a y por S.G. Dani en [Dl] para variedades hiperbólicas
de volumen finito. La clave de la demostración de Dani es probar que el conjunto
de las direcciones correspondientes a las geodésicas acotadas un conjunto a-
ganador para una versión métrica de un juego de Banach-Mazur introducida por
W.M. Schmidt en [Sal]. Schmidt había demostrado que los conjuntos a-ganadores
tenían dimensión de Hausdorff plena.
El juego de Schmidt tiene lugar en un espacio métrico corn i det o X e involucra
a dos jugadores A y B y dos números	 q E(0,1). El jugador 3 empieza el juego
escogiendo una hola cerrada Do en X. Entonces el jugador ..4 escoge una bola
cerrada ..4 0 contenida en Bo y de radio o veces el radio de B. A continuación
el jugador 8 escoge una bola cerrada B, contenida en .4o y radio .3 veces el
radio de .4 0 y asi sucesivamente. Como X es completo la intersección de los Bk 's
(o equivalentemente los s) es un punto de _V. Un subconju.nt o S de X es un
conjunto (a, 3)-ganador si el jugador A tiene una estrategia de juego que fuerce al
punto de intersección a pertenecer a S. Un conjunto S es un corjunto a-ganador si
es (a, (3)-ganador para toda 3 E (0,1).
1.5. Conjuntos límite de un grupo Kleiniano.
Si G es un subgrupo discreto de Ma (B d ) definimos el conjunto límite de G que
denotaremos por A(G), como el conjunto formado por los puntos de acumulación de
la órbita del cero. Corno las transformaciones de G son isometrías para la métrica
hiperbólica es fácil ver que para todo r E Bd los puntos <le acumulación de la órbita
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de x coinciden con los puntos de acumulación de la órbita del O y se obtiene el
mismo conjunto límite.
El conjunto límite A(G) está contenido en 013`1 y tiene uno, dos o ningún punto
o es un conjunto perfecto. Los grupos cuyo conjunto límite es finito son llamados
elementales y pueden ser clasificados. Si G no es elemental A(G) es el mínimo
—d
conjunto cerrado G-invariante en la (o 318d).
En lo que sigue supondremos que G es un grupo no elemental.
El conjunto límite A(G) puede ser alB d pero si esto no ocurre es un conjunto
totalmente disconexo y denso en ninguna parte.
L. Ahlfors conjeturó en [A2] que para todo subgrupo finitamente generado
de Mil) (B d ), (d > 3), el conjunto límite tiene medida cero o es todo 0W' En [A3]
demostró que esto es cierto para todo subgrupo geométricamente finito de Mol) (13 d )
con d > 3 (para d = 2 esto ya había sido probado por Siegel). W. Thurston probó en
[Th] la conjetura de Alilfors para ciertos límites de grupos geométricamente finitos.
Recordamos que un subgrupo G de Meib ) es geométricamente finito si es dis-
creto y tiene un poliedro fundamental con un número finito de lados. En dimensión
dos esto equivale a que G sea finit cemente generado, pero no si d > 3. Ejemplos
de grupos finitamente generados y geométricamente infinitos han sido dados por L.
Greenberg, L. Bers, B. Maskit y T. Jorgensen (ver e.g. [G]).
Si e es un punto en 011 1 y O < a < 7r/2 definimos el cono de Stolz en e de
apertura a como el conjunto de puntos x E 3d tales que el ángulo entre los vectores
ey 1–x es menor o igual que a y I x– < 2 cosa.
Un subconjunto importante del conjunto límite es el conjunto límite cónico,
denotado por A C (G). Un punto límite e es un punto límite cónico si existe una
sucesión de la órbita del cero que permanece dentro de un cono de Stolz en e. Esta
condición es equivalente a que exista una sucesión (gn } C G tal que
– gn(0)1 
1 – ig„(0)1
donde e es una constante positiva.
Una forma de calibrar el tamaño de la órbita de G es estudiar la convergencia





para diferentes potencias s.
Denotemos por p( . ,.) la distancia hiperbólica en B d . Como
	
,	 1 + Ig(0)I p(0, g ( CI )) =	 1 — ig(0)1
§1. NOCIONES BÁSICAS	 25
es claro que la serie (1.3) y la serie
E _,p(0,g(0))e
gEG
convergen o divergen simultáneamente.
Definimos el exponente de convergencia de G, b(G), corno
b(G). inf {.9 > O :	 Ig(0)1) s <	 = inf {S > U	 >2 e -- S poi ,g(o)) < 00}
gEG	 gEG
Es fácil comprobar, como consecuencia de que p(g(0). h(0)) > ec para todos g, h E
G, que b(G) < d — 1 (ver e.g. [Ts, p. 5171).
El exponente de convergencia b(G) está relacionado estrechamente con el tama-
ño de los conjuntos A(G) y Ad G).
Para todo subgrupo discreto se demuestra que DH(A r (G)) < h(G). donde DH
denota la dimensión de Hausdorff. Sin embargo la desigualdwi opuesta requiere
más condiciones sobre el grupo G. S.J. Patterson demostró en :P21 que si G es un
suhgrupo finitamente generado de Mób (111 2 ), entonces D H(A(G > b(G). Además
aproximando los subgrupos discretos de MCI (13 2 ) por subgrupos finitamente gen-
erados obtuvo este resultado para cualquier suhgrupo discreto cle Mób (13 2 ). Poste-
riormente D. Sullivan en S3] generalizó este resultado y demostró que si G es un
subgrupo geométricamente finito de Mob ( it. 4 ), entonces de nuevo se obtiene que
DH(G) > b(G).
Recientemente C. Bishop y P. Jones han demostrado en ['3.1] que, para todo
subgrupo de Mób (13 3)finitamente generado que es geométricamente infinito, la di-
mensión de Hausdot-ff del conjunto límite es 2.
Si G es geométricamente finito el conjunto límite consta del conjunto límite
cónico y una colección (numerable) de puntos fijos parabólicos. Para subgrupos de
Mdb (B 2 ), éste es un resultado de Beardon y Maskit [13111] y su demostración puede
extenderse a dimensión superior.
Patterson y Sullivan han demostrado que si G es geométri( atente finito,
DH(A(G)) = DH(A,(G)) = b(G).
La herramienta fundamental en sus demostraciones es la const rumí ción de una medida
finita II con soporte en el conjunto límite A(G) verificando
9 * P = i gi rG) P .	 para todo E G
26 M.V. MELIÁN
donde ¡g i l es la distorsión lineal de g, y ? fi es el pull-back de p por g. La medida
p es conocida corno la medida de Patterson. Describiremos su construcción en la
siguiente sección.
Observemos que las definiciones y propiedades anteriores pueden trasladarse
por conjugación a subgrupos discretos del grupo de Meibius del semiespacio d+1
1.6. La medida de Patterson. El flujo geodésico.
Para todo subgrupo discreto G de Miib(B d ) se puede construir una medida
p soportada sobre el conjunto límite de G y que verifica g*p = ig'1") ,./ para
todo g E G, donde denota la distorsión lineal de g. Esta medida es de gran
importancia en la teoría ergódica de los grupos Kleinianos. Sus propiedades y
construcción aparecen en los trabajos de S.J. Patterson [P2] (para d 2) y D.
Sullivan [S2], [S3] (para d > 2). En [N2] aparece una buena descripción bastante
detallada basada en estos trabajos. A continuación describiremos su construcción
y algunas de sus propiedades.
Supongamos primero que G es de tipo divergente. Esto significa que para
x, y E B d la serie de Poincaré
(1.4)	 T,(x, y) = E e -3 19(r4(9))
9Cr
diverge para el exponente crítico s b(G). Aquí p(•, •) denota la distancia hiperbóli-
ca en 13 d . Es claro que para todo x', y' E I d las series T,„(x, y) y Ts(x i , ) convergen
o divergen simultáneamente.
Fijamos y E 3d y para x E	 y todo s > b definimos la medida
	 1	 -"P(r'9"))D(g(Y)),fP i' s	 T,(y	 E,y) gEG
donde D(g(y)) es la delta de Dirac en g(y).
Si {8„ } es una sucesión tal que g„ -+ 6(G) + , entonces por el teorema. de Helly las
medidas p„ , „ , convergen débilmente a una medida fi, en IF1 d . Como Th (G ) ( y, y) = oc
la medida p, tiene soporte en el conjunto límite A(G). Diferentes sucesiones {s,,}
pueden llevar a diferentes medidas límites. Denotaremos por .1f, la familia de estas
medidas.
Si el grupo G es de tipo convergente, es decir cuando Tmc ) (x, y) < ce, con
la construcción anterior obtenemos. medidas cuyo soporte no es el conjunto límite.
Esta dificultad se supera multiplicando T.,(x, y) por un factor h(eP('''g(•))) tal que
(i) T;(x,y) = E gEG C—"(7.9(11))h(e1)("(Y))) converge para s > b(G) y diverge
para s < 5(G).
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(ii) Para t en un intervalo acotado de R.
)1((r+t)
mer)  —› 1 ,




uniformemente cuando r oze
P( 7 .9(Y)) h( f
 P( r , g(Y))) D(g( y))
El resto de la construcción es similar al caso divergente. Llamarnos de nuevo Al, a
la familia, de medidas que se obtienen.
Las medidas p, construidas satisfacen las siguientes propiedades.
(i) Tienen soporte en el conjunto límite.
(ii) Para todo g E G, g* p r = Er g - '(r) =
g
Aquí Igizi	
I(T o Y I 
para T E M¿ .)1) (B 4 ) con T(.r)	 O.
Si el grupo G es geométricamente finito, la familia	 consta de una única
medida p r , que, además es no-atómica.
Llamaremos a la medida po la medida de Patterson y la denotaremos sim-
plemente por p. Es claro que, por conjugación, podemos hablar de la medida de
Patterson para subgrupos geométricamente finitos de 15.1i -)1) (H4+1).
El siguiente teorema, debido a D. Sullivan [S3] y P. Tukia [T2], nos da una
estimación de la medida de Patterson asociada a un subgrupo G de Mób (H3+1)
geométricamente finito. Esta estimación será de gran utilidad en la tesis.
Teorema ST ([53], [T2]). Sea E A(G), entonces
1 1 ( 13 (1. 1'))	 r((;)(1)((.r)),
donde (1)((1,r))	 (R/r) k—b(G) si e/ punto (1,r) E	 4+1 pertenece a una horobola
de radio .1? asociada a una c/L4pide de rango k.	 caso contrario (D(( , r)) -- 1.
Conviene señalar que la función (1) es el levantamiento ole una autofunción
correspondiente al autovalor 	 — (I) del operador de Laplace-Beltrami de .k4
Eld+1/G.
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Vamos ahora a describir algunos importantes resultados sobre el comportamien-
to del flujo geodésico con respecto a una nueva medida obtenida a partir de la medida
de Patterson.
Denotamos por 12(IHI d+1 ) ]a esfera unidad del espacio tangente IHEd+1 x
Una transformación T E Miib(FI( d+ I ) lleva la geodésica que parte de x con dirección
9 en la geodésica que parte de T(x) con dirección 
IT'(x )1 O. Esto define una acción
natural de T en 12(11V+1).




donde denotamos por ppil d+1(•, •) la distancia hiperbólica en Ill d+1 y por T. la trans-




Obsérvese que si x = y, entonces d9Gize.4.1 ) ((x. O), (y, 9')) = 2 sin 2donde a es el
ángulo entre O y 9'.
La función dg (H d+i ) es una distancia en 12(II-Il d -H ) invariante por transforma-
ciones de Miib(IHI d+1 ), (ver e.g. [N2]).
Para todo punto (x,9) E f2(lEl d+1 ) denotamos por -y r,0 la geodésica en UVI'
que pasa por x con dirección O. Sea ir : 12(11-11 4+1 ) x R	 12(H 4+1 ) la función que
lleva ((x.9),t) en (-y, , e(to	 t), 1 ,.' .0 (1 0 +t)) donde -11.9 (t 0 ) = x. Esta función define
un flujo en el espacio métrico (12(1111 d+1 ),d9(Dpi+t ) ). el flujo geodésico.
Hay una correspondencia natural entre los espacios
52(1H1 d4-1 )	 y	 ((Rd x R(/ ) \ {diagonal)) x lid.
A cada punto (x. O) le hacemos corresponder el punto (71- .77+ ,8) donde y '1+ son
los puntos inicial y final de la geodésica -} 1- 39 y s es la distancia hiperbólica dirigida
entre x y el punto P de la geodésica yI B con (d + 1 )-coordenada máxima. Es decir,
si x pertenece al arco de geodésica que une P y ri+ , entonces .5 = pixd+I(r. P): en
caso contrario s = —p5i d+1(r, P).
Con esta correspondencia en mente se tiene una medida en 5-2(111`14-1 ) inducida
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donde p. es la medida de Patterson asociada a un suhgrupo de Mób (1111 d+1 ) geométri-
camente finito G, y 6(G) es el exponente de convergencia del grupo.
Nos referiremos a esta medida en 5-1(111 d+1 ) corno la medida de. Salivan asociada
a G. Utilizando las propiedades de la medida p es fácil ver que la medida de Sullivan
es G-invariante.
La distancia dnolil d+1 1 define de forma natural una distancia, ds-k( Hd+vG ) en la
esfera unidad del espacio tangente P(111 d+ ' /G) =	 x DIEV y el flujo geodésico
en 12(1FIE d+1 ) se proyecta en un flujo en el espacio métrico (12( 	 /G), drzum+1/G)),
este es el flujo geodésico en 5-2(1111d+1/G).
La medida de Sullivan también se proyecta en una medida en el espacio cociente
12(1H 44-1 /G) que es invariante por el flujo geodésico. De nuevo no .; referiremos a esta
medida como la medida de Sullivan.
Resumimos a continuación algunos importantes resultados debidos a D. Sulli-
van y contenidos en [S1] y [S3].
Sea G un suhgrupo de Miib (1111 1+1 ) geométricamente finito y A(G) su conjunto
límite. Denotemos por p la medida de Patterson y por ni la medida de Sullivan en
5-/(1[11`14- 1 /G). Entonces,
(i) La acción diagonal de G sobre A(G) x A(G) es ergódica.
(ii) La medida	 tiene masa total finita.
(iii) El flujo geodésico es conservativo y ergódico con respecto a la medida in.
(iv) La entropía del flujo geodésico con respecto a 717 es igual a 6(G).
Es inmediato comprobar que. como consecuencia de (i). la alción de de G sobre
A( G) es ergódica.
1.7. Transformaciones de Miibius y números de Clifford.
El álgebra de Clifford C„ es el álgebra asociativa sobre R genera la por
con las relaciones
r h r k =	 (Ir	 k),	 h =	 .
Cada elemento a E C„ tiene una única representación de la forn:a a = E a l ' donde
a l E R y la suma es sobre todos los productos I = i p , • • i p„ con O < ri 1 < • • • <
< mi. El producto vario. I = 0, es identificado con el número real 1. La norma
de a, la', se define corno lal 2 = E al.
Los números de Clifford de la forma
=	 .r 1 1 ± • • • + r3 in
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se llaman vectores. El grupo de Chfford, Cliff(n), es el grupo formado por los
productos de vectores no nulos.
Hay tres involuciones importantes definidas en C ri . La involución principal,
a 1-1, a', se obtiene al reemplazar todo i n, por	 La involución a	 a* se define
invirtiendo el orden de los factores de cada término I =	 • -i„, . Finalmente la
conjugación a ›-->á se define como 71= (ai)*.
Para cualquier vector x se verifica que 131 2 	 = Tx y x -1 =
El grupo de Valilen SL(2,C,,) se define como
SL(2,C„) -= { (e b) : a, b,e,d E Cliff(n)U{0}, ab s ,cd* E Ift n+1 , ad* —bc* = 1} .
El grupo PSL(2,C„,(Z))	 SL(2,C„(Z))/ {±id} resulta ser isomorfo al grupo
Mob (H" 4-2 ), (ver e.g. [A4], [E:).
Obsérvese que si denotamos por C r,(Z) el m&lulo (le enteros de C r, y por
SL(2,C„(Z)) el subgrupo de SI.(:.:!,C,,) con entradas en C„(Z), entonces el grupo
modular SL(2, Z) es isomorfo a SL(2,C0 (Z)) y el grupo de Picard SL(2.Z(i)) es
isomorfo a SL(2, C 1 (Z)).
Por tanto una generalización natural de estos grupos serían los grupos
SL(2,C,,(Z)). C. Maclachlan, P.L. Waterman y N.J. W'ielenherg demuestran en
[11 .1WW] que los grupos SL(2,C„(Z)) son grupos aritméticos finitamente generados
y de covolumen finito.
Como hemos visto en la sección 1.3 hay una estrecha relación entre ciertos
resultados sobre el comportamierro asintótico de las geodésicas en una variedad
= 111 4+1 /G y resultados de aproximación por la órbita de G. Estos últimos se
pueden traducir en resultados de aproximación en para algunos grupos concre-
tos como es el caso del grupo modular, el grupo de Picard, los grupos modulares
n-dimensionales y los grupos de Hecke. Finalizamos esta sección recordando la
definición y algunas propiedades de los grupos de Hecke.
Para todo A > O denotamos por F( A) el subgrupo de	 (H2 ) generado por
—1
z 2-, + ,	 Y	 z
Estos grupos son los grupos de Hecke.
El grupo r(.\) es propiamente discontinuo si y sólo si
(i) A = cos(r/g), con gEZyg> 3, cuando A < ó bien
(ii) A > 2.
(Ver e.g. [13]).
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D. Rosen introdujo en [Ro] la siguiente clase de fracciones continuas intrinsi-
camente relacionadas con los grupos de Hecke,
1	 1	 1(m0.	 )
In I M2
7711
donde m i E \Z. Estas fracciones continuas se llaman A-fracciones.
En [Ro] se demuestra que, para todo A > 2, todo número real en el conjunto
límite de f(A) puede representarse unívocamente como una A-fracción. Para A < 2
se introduce la noción de A-fracción reducida y se demuestra que todo número real
tiene una única representación como una A-fracción reducida.
El siguiente resultado de Rosen describe los elementos de ri: A ).









y resultados de aproximación
Este capítulo explica la técnica general que liemos desarrolhtdo para el análisis
de nuestros problemas de aproximación y que aplicaremos pr:iusamente en los
capítulos 3, 4 y 5.
Es natural plantear los problemas de aproximación de nuestro interés en un
contexto más general. Este nuevo contexto involucra una familia numerable W de
bolas euclídeas en Rd con radios menores que uno y una medida p en R d , además
de ciertas propiedades que relacionan a Wyp. El concepto de si.mterna bien di-
tribuido (W, p), que aparece en la sección 1, reune todas estas propiedades. El uso
del término "bien distribuido" se debe principalmente a una propiedad de equidis-
tribución en Rd (con respecto a la medida p) de las bolas en W de radio compara-
ble (Propiedad 1.4). Conviene señalar que la definición de sisterla bien distribuido
cuando ji es la medida de Lebesgue es en cierto sentido una extensión del concepto
de si.derna regular introducido por A. Baker y W. Schmidt en [BS] para obtener
resultados de aproximación diofántica de números algebráicos (1.1 altura (lada.
Dados (W, p) un sistema bien distribuido y 8 una bola euclídea en R d con
centro en el soporte de j i que denotaremos por A, con M M B) < 3c, nos interesa
estudiar los conjuntos .4 1 (8. W, r ) y .4 2 (8. W, F. C) que definimos a continuación:
Para todo r > 1, sea
.41(13.W,r):= {1 E n A :	 <
para infinitos n, = n(oi,n 4 ) E '112 con a i E B1 .
	
Sea F : [1. cc)	 R una función continua, positiva y decreciente con la si-
guientes propiedades:
(i) lim	 ) = O.
( ii) Existe no tal que, para todo n > no, si 1/.r i , 1 f.r 2 E	 , p"). entonces
F(1- . 1 ) ti F(x 2 ). Aquí p es un número en (0,1) asociado al sistema (W,p).
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Definimos,
A 2 (8, W,F):= {1 E 8 n A : II —	 < F(R71)1?;
para infinitos _D i = B(a i , 17i ) E W con a l E B}
Como ya hemos señalado la sección 1 de este capítulo contiene la definición
de sistema bien distribuido así corno algunos ejemplos. En la sección 2 se estudia
la dimensión de Hausdorff y la. p-dimensión del conjunto A 1 (5, W, r). Finalmente,
la sección 3 contiene un resultado tipo Khintchine para el conjunto A2 (13, W, F),
es decir, se da una condición necesaria y suficiente sobre la función F para que
p(A2(B,W,F))> O.
En capítulos sucesivos estudiaremos varios sistemas bien distribuidos asociados
a grupos geométricamente finitos donde la medida es la medida de Patterson. La
definición general de sistema bien distribuido está diseñada para adaptarse a estas
aplicaciones.
2.1. Sistemas bien distribuidos.
Sea W = {Bi = B(a i ,17;)} una familia numerable de bolas euclídeas en R d , y
tr una medida no atómica en Rd con soporte A. El par (W, u) es un sistema bien
distribuido si tiene las siguientes propiedades:
(1.1) Existe Ao > 1 tal que, para toda bola C3 C R d con centro en A, se verifica
p(B) <	 8) < c(A) p(B),	 para todo 1 < A < Ao
El número	 se llama parámetro de homotecia de p.
Propiedades de y-compatibilidad.
1.2) Para toda B, = B(a i ,1?;) E W, se tiene que a; E A y /?; < 1.
1.3) Existen o', /3 E R tales que o > O, o -I- > 0 y para toda Bi = B(a i ,Ri ) E W,
p( B(a i ,r))	 r" R:3 ,	 para todo r < I?, .
Propiedades de equidistribución. 
(1.4) Existe p E (0,1), tal que, para toda bola L3 en Rd con centro en A y con
p(B) < oo, existe un número natural no(8) tal que para todo n > no el
conjunto
W(n, 8) = {B(a, I?) EW: a E 8, I? e [pni",p")}
verifica
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(i) Para todo B,, Bj E W(n, /3) con i	 ,
mai —	 > pn+1
(n) #W ( n , 8 ) ( 2 ) "+ PO).
pn
Llamaremos a (Q,I3,p) el parámetro del sistema bien distribuido (W,
OBSERVACIÓN: Por (1.1) y (1.4.i) es claro que existe c > O tal que para n suficien-
temente grande se tiene que
E p(B) < p(1).
BEW(n,R)
Además, por (1.3),
p ( B ) ti #vv( n. ) pn r+3
BEW(n.B)
Por lo tanto, la condición (1.4) nos dice que, salvo constantes fijas, la cardinalidad
cle W(n., 8) es maximal.
Un ejemplo simple de sistema bien distribuido en R lo constituyen la medida de
Lebesgue y la familia de intervalos con centro en los racionales p/q, q) = 1,
y radios 1/q2.
Fijado un p E (0,1) sea n el número de racionales pIrj E O. 11 tales que
= 1 y 1/q2 E [p" +1 p"). Como el número de p's menores o iguales
que q primos relativos a. q es comparable a q 1/p""2 ciiandc n oc, y para n
suficientemente grande el número de enteros en ( p" 2 , 11p ( " +1 /2 ] es comparable a.
1/p" 12 , entonces T„	 p- 71 y el sistema está bien distribuido con parámetro (1.0, p).
Un ejemplo similar en R 2 es de nuevo la medida de Lebesgue y la familia de
bolas de centro z w y radio 1/1w1 2 donde z y u' son enteros gaiissianos primos
relativos. La medida de Lebesgue y la familia de intervalos en R con centros en
números diádicos r+ p/2" (con n E N, r E Z y p un entero impar) y radios 1/2"
constituyen también un sistema bien distribuido en R con parímetro (1, 0, p). Sin
embargo, si consideramos de nuevo los números (1 -lácticos r + p/2", pero intervalos
de radio 1/2 2 ", no obtenemos un sistema bien distribuido.
Estos y otros ejemplos serán estudiados con más detalle en los capítulos suce-
sivos para el caso en que p es la. medida de Patterson.
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2.2. Sistemas bien distribuidos y conjuntos bien aproximables.
Para (W,p) un sistema bien distribuido en R d , B una bola en R d con centro
en A = sopp, y p(13) < oo, definirnos para todo 7 > 1 el conjunto A 1 (8, W, r) de
puntos (111,7)-bien aproximables en I3 como
A i (B,W, 7) :=	 Et3nA: II – ad' < e(1)./Vi-
para infinitos B, B(ai , R,) E W con a; E 8} .
Sea {(We, p)} , con e = 1, 2,	 , m, una familia finita de sistemas bien distribui-
dos en R d con parámetros (o,, pl ), respectivamente. Supongamos además que,
para r > 1, existen al(7), fl'e (r) tales que, si B(a,R) C	 = B(a i , R i. ) con a E A
(a	 y B i E Wf , entonces
(2.1)	 II(B(a,n)) < R.;(r)RO;(r)
Obsérvese que la condición (1.3) de sistema bien distribuido nos dice que p(BT )
R i?"` +be y, en consecuencia, rn't(r:1 + 31( (r) < ro( í31
Definimos
(v;(7-) – rví 31.(7) si 7 > 1 + /3;( 7)
{




I	 1si	 < T <	 +min Sl (14, r ni
y
ctt + 
W2( e , =
nIT +
Para ilustrar estas definiciones obsérvese que si consideramos por ejemplo el
sistema bien distribuido con parámetro (o, = 1, 13, = 0, r) constituido por la medida
de Lehesgue y la familia de intervalos en R con centros en números diádicos r +p/2"
(con n E N. r E Z, y p un entero impar) y radios 1/2", entonces en la desigualdad
(2.1) con la medida de Lebesgue se tiene que a = 1, y 73; = 0. Por tanto, en este
caso,
w i (e,r) = tr2 ((, r ) = 1 – .
Si B es una bola en R d con centro en A y r > 1 se tienen los siguientes resultados
con
le1(	 = rnin w 1 (e, r)	 Y	 w2 ( 7) = min w2 ((, 7) .
Teorema 1. Para. todo e > 0.
I .41(B.Wf.7)) > 0,
-,=.
	
I 	 (B.W ,	 > 0.u,(r)—E
1=1
§2. SISTEMAS BIEN DISTRIBUIDOS Y RESULTADOS DE APROXIMACIÓN	 37
Obsérvese que el teorema 1 da una cota inferior de la dimensión de Hausdorff.
Las cotas superiores son más fáciles y son el contenido del siguiente teorema:
Teorema 2.
„,
/v 1 (1 < DH( n (13,We,r)) Min { + '31
7-f=1
m
w2 (r) = DH 1,4 ( n	 We,r)) .
1=1
En particular, en nuestro ejemplo de húmeros diádicos r 	 2", se obtiene que,
para cada r > 1, el conjunto de los 1" E R tales que
(1)c
– (r	 —gin )1 < ara
para infinitos r pir , tiene dimensión de Hausdorff igual a 1/-.
2.2.1. Demostración del teorema 1.
La clave de la demostración del teorema 1 es la construcción de ciertos conjuntos
tipo Cantor contenidos en nint_ i _4 1 (8, r). La descripción de estos conjuntos es
el objetivo del siguiente lema.
Lema 1. Sea Le = min .{ ( r), w2 (r)}. Para todo O < < so existe un conjunto
tipo Cantor Ce con las siguientes propiedades:
(i) C, = n u Ek donde eo = 8} C071 O < t < 1 tal que p(tB) < 1 y. en
k=0 EkE£k
general, cada generacián ek e.q una familia finita de bolas autrunta3
(ii) Para j > 1 con j z	 – 1) mod m, y f E {1. 2 	 m}, si .13(a,r) E ej
entonces o es el centro de alguna bola B(a, R) E VVI. y el rodio r es igual a. un
radio 7- .1 , RT
(iii) Cada bola en £i está contenida en una bola de	 Además, existe una
constante e' > O tal que




Aquí A() es el parámetro de homotecia de p.
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(iv) La distancia entre los centros de las bolas de la generación E j
 es al menos rilir.
(V) Toda bola de £i contiene el mismo número de bolas de Ei.4.1• Este número e3
comparable a
donde j	 (e - 1) mod rn, e E {1, 2, ... ,m}.
(vi) (# e, ) (r"."1)/1*-1 > e, donde c > O, j E (e - 1) mod rn.
(vii) Aft,„(,)_,(Ce) > O, y /11 2 ( , ) _ e (Ce) > O.
OBSERVACIÓN: Sea j (e - 1) mod m., con E {1, 2,	 m}. Por la propiedad (ii)




DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1. Para todo O < E < so el conjunto tipo Cantor
CE descrito en el lema 1 está contenido en el conjunto nr_,A,(B,111t , r). Esto se
ve claramente por la propiedad (ii) de C,. Así el teorema 1 es una consecuencia
directa de la propiedad (vii) del lema 1. Primero demostraremos como se obtiene
esta propiedad y a continuación veremos como se construyen los conjuntos de Cantor
Ce a partir de los sistemas bien distribuidos (IV' , p).	 n
DEMOSTRACIÓN DE LA PARTE (vi:.) DEL LEMA 1. Si C, es el conjunto tipo Cantor
del Lema 1, debemos probar que
Aiti,i(,)-((G) > 0	 y
	
11//`	 (C ) > 0.
 '
Para obtener este resultado la idea es construir una medida de probabilidad u, con
soporte en Ce y con la propiedad de que para toda bola B = B(a 8 .T 8 ) con a, E A
(2.1.2)	 v,(B)< CTII(1)'
Y
(2.1.3)	 v,(B) < C(Ei(B))1,2(T)-E.
De (2.1.2) y (2.1.3) es claro que, para todo cubrimiento {B.  = B(a,,,r,)} de CE , se
tiene
1	 vE (CE ) .<	 /ft ( B,) < C	 r",l(r)'
1
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1 va(Ce) 5 E ve (lls ) 5 CE(p(B,))"(r)-e
En consecuencia, se sigue (vii).
Definimos v, en las bolas de las generaciones sucesivas {ek} inductivamente.
Primero, ve (E0 ) = 1, y, a continuación,
(2.1.4) ve(Ek+i) = v((Ek+1 n C,) := 1 ve(Ek),
para todo Ek+1 E 4+1 . Obsérvese que en este caso
Para todo conjunto U C
ve (U) := inf
FE..F
donde el ínfimo se toma sobre todos los cubrimientos .F de U con bolas en Uk>oEk.
Para verificar (2.1.2) y (2.1.3) supongamos primero que U = Ek E Ek. Por
(2.1.5) y la propiedad (vi) del lema 1, se verifica que para ( E {1.,2,...,m} tal que
k E (e - 1) mod m,
(2.1.6)	 ve(U) <	 7,(or--3•1/r--.7 <	 ritri(*)--ek 
Además. por (2.1.1), p(U)	 rk	 y. en consecuencia,
(2.1.7)	 ve(U)< C(//(1"))(az+3`)/"r+3n-E < C(11(U))"(r)-`.
Por lo tanto, queda sólo considerar el caso U Uk>oEk .
Si U ,rt E0 y U n c, y 0, corno C, C 4-1 E0 , se tiene que 2 r t , > A0 1 r 0 . Así,
si v(Aj l E0 ) < C (A 0-1 r0 )"' L (1) -5 . también tenemos que
v,(V I E0 )< C(Aj l ro) t 'i (T)-5 <
De forma similar, si ve (U n E0 ) < (p (U n E0))".2(r)-E, también se verifica que
ve (U) = v,(U n E0 ) <;1((t' n Eo))"'2(T)-E < (p(r ))"•2(T)-e
Por lo tanto, podemos suponer que U C ,\(71E0.
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Sea k = k(U) = max{ j : U C El para algún Ei E Ei }. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que U intersecta al menos a dos bolas de la familia
4+1.
Por (iv) sabemos que la distancia entre los centros de las bolas de la familia Ek+1
1/r	 lir	 /r
es al menos r k+1 . Entonces 2ru > r k4.1 — 2rk + 1 y, por (iii), r k-i-
lir
 1 — 2r k + i .?._ e I rk+1.
Por lo tanto se tiene que
(2.1.8)
Usando (2.1.4) vemos que
1
— r	 < rti <	 rk
2 k+1	 AO
L#E 
v£( U ) 5	 E	 vt(EÁ+1)=	 (#{Ek+i : Ek+i n  0})v,(Ek)«#ek+1
con Ek E Ek tal que U C Ek.





(2.1.9)	 Ve(U) < C 	  (#{Ek4-1 Ek+i	 0)) ve(Ek).
rk
El próximo paso es encontrar una cota superior para #{E k+ 1 : Ek+, n t' 8}.
Para cada bola Ek+ 1 E ek+1 denotemos por 2 E li..+/TI la hola con el mismo centro
y con radio Ir kii+ri . Por la propiedad (iv) del lema 1 es claro que las bolas
son disjuntas. Además, por (2.1.8', y (iii), se sigue que
1
U	 —171/r C CU9 -"k+ I
Ek+Int'  a
con e < A 0 ,
Comparando la p-medida de estos conjuntos y recordando que las bolas 1 E1/r son2 k+1
disjuntas, se obtiene
1	 1/.r
#{Ek+1 : Ek +1 n U  O} 11(5E 1/4.1 ) < 1:(C U).
1/rr,	 (nr4+0t)/r
P(L' k + 1)	 rk+1
linEk+1#2,
Pero
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Y usando la propiedad (1.1) de homotecia de ji ,se obtiene que
#1Ek 4. 1 : Ek+i n U 0} < C  11(U) 
k+i
Por lo tanto, por (2.1.9), se deduce que
(2.1.10) 1ve(V) < C 	 ii(U)v,(Ek),
r k  "
si LT C Ek y k (t - 1) mod m.
Para obtener (2.1.3) recordemos que ya hemos verificado (2.1.7) y que
vE (Ek ) 5 C (EI(Ek))(1"+01)1(arT+3,)—e
Además, por (2.1.1), se tiene que p(Ek )	 rak ' +3` /T . Por lo tanto, por (2.1.10) se
sigue que
ve(U) < C  ;1 ( U )  (!3(Ek))(091-0()/(fter+3t)—E
p(Ek)
Como o f > O y ny + /3/ > O se tiene que
f
1	 	  > 0 .
a f r + 191
De esto y del hecho de que U C Ek se concluye (2.1.3).
Para obtener (2.1.2) se procede de manera similar. Como U C Ek, por (2.1.1)
se tiene que p(U) < C rucr;(7-)rkin(r)/r . Además, por (2.1.6) < Cr(k°'"')Ir-E
Por lo tanto, por (2.1.10), se obtiene que





,(U) < C 	
 ot-1-3t/r	 ne11-1/T)-3;(r)/,+,
rk 	 r k
Si 3;(r) < o f (r - 1), entonces como	 < rk
ve ( u) <	 —r"+" + 3; iir—E
Si .3; >	 (r - 1). se tiene que
V5 ( U) < C r?./(1.)—e
Por lo tanto,
V(U) < C 71; 1(1.7) -1 < C ri": " r)-E
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CONSTRUCCIÓN DE CONJUNTOS TIPO CANTOR. DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 1. La
construcción de las familias de bolas Ei es tipo de inductivo. Fijamos el > O tal
que 1 + 4/c' < Ao. Empezamos por definir E0 {E0 = B(a B , ron donde ro = trB
con O < t < 1 suficientemente pequeño para que p(tB) < 1 y la condición (iii) se
verifique.
Supongamos ahora que las familias eo,e 1 ,... ,ej ya han sido construidas. Para




donde j + 1 S — mod m, y n., 4, 1 es suficientemente grande.
Recordemos que para toda bola B con centro en A = sop
VVe(n,B) {B(a,R) E Ws. : aEB, RE [p7 +1 ,p7)}
El tamaño "suficientemente grande" del número n i+ i viene determinado por las
siguientes condiciones que deben satisfacer n j + i y ri+ i = p7i+ ' r.
(1.1)	 > n. 0 (-A-Ei ) para todo Ei E E. donde no(	 Ei ) es el número natural
asociado a la bola AT, Ei en la definición de sistema bien distribuido (Wi,p).
(1.2) #Wi (n i+ i , -2+) E1 ) > 1, para todo El E E.
1(1.3) ri+ 1 < r • .
9A0 3
(1.4) (1– ei )r ii ,/;; > 2	 .
(1.5)< C r7 e+S<IT #ei , con C una. constante positiva. independiente de j.2+1 –
Fijamos n i+ 1 y por consiguiente r 1+ 1 en el resto del argumento. Por la defini-











9%, o )	 ri
y, en consecuencia, se obtiene
0,.(-1-3//r1	 ri#34:((ni+1,	 Ei)	 (0, -Fa )/rAo	 •r)+1
(2.1.11)









= min {#/t(n)+l,	 E))) .
	
Ei Ee,	 2A0
La condición (1.2) garantiza que m i+i > 1, pero además, por (2.1.11),
or+Selr
(2.1.12)	 j A.. 1	 ,  (c 	 r(//
.7+1
Ahora para cada Ej E ei elegimos una subcolección
1
1'V/4 r/2 +r, ,no EJ )Ç I'Vt( r1 )+1, 2
con cardinalidad nti±i.
Sean n i ,	 ,	 los centros de las bolas en
Ween 3+1" 9
1
 E ) •
Definirnos la generación e1 + 1 como la familia de bolas {B(a i • rj+ )} ¡-\,_ 1 . Recordemos
que r1 + 1 := prtli +1r.
Veamos finalmente que Ej+ i satisface todas las condiciones deseadas. Las
propiedades (i), (ii), (v) se obtienen claramente de la construcción. También por
construcción tenemos que si B(o,r) + / ) E ei + 1 entonces a E ,0 .E71 para alguna bola
Ei E ei , y de (1.3) e (1.4) se deduce la propiedad ( iii). Por otra, parte, por (2.1.12)
e (1.5),
o
y así, se obtiene (vi).
Finalmente, sólo nos resta comprobar que si Bk = D( 1 k . ri+ 1 ) E Ei+i (k
s, s'), entonces
1./r
110, — (Fa > ri+i
construcción, 0 ,„ y a s , son centros (le bolas en VV.( con radios en





2.2.2. Demostración del teorema 2.
Por el teorema 1 se tiene que
rn
DH (n..41(B,111;1.7))	 wi(r),
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Y
171
DHp ( n A i (13,14,1 , 7))	 2v2(7).
t.i
Por tanto, para concluir el teorema 2, sólo necesitamos obtener las cotas superiores
y, además, como n i1=1 A1(B,Wt, r j C (6,We. r) (€ = 1,2,...,m), es suficiente
verificar, para todo e, que
DH(A1(13,Wt,r))<
Y
D110(A1(13,wi, T)) <  G i + ie 
niT +13,
Estas cotas se obtienen en el siguiente lema.
Lema 2. Sea I r una medida no atómica en R" tal que para toda bola L3 C R d con
centro en. A, soporte de	 se satisface
(2.2.1)	 p.(;∎B) < c(A),u(8),
para todo 1 < < Ao con Ao una constante mayor que uno.
Sea W = {B, = B(ai,..11,)) una familia numerable de bolas en 	 tales que
(1) I?, < 1 y a; E A, para toda	 = B(a i .R,) E W.
(2) Cualesquiera. que sean 13,, Bi E W con i j,
Ila i – (1 .' 11 > min{Ri .R •} .
(3) Para toda 13, = B(a i ,Ri ) E w , y dados a„3 E R
p(B(o,,r)) ti r"R. ,	 para todo r < 17, .
Entonces, para toda bola B centrada en A y con ir(B) < ao, y para todo 7 > 1.
DH(.41(8,W,7))< o + 3
r




A i (6. VV. 7) ={EBn	 - a i ll < C(W11;
para infinitos B, E W con a, E B} .
11
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OBSERVACIÓN: Las condiciones sobre W y p en el lema no garantizan que (W, p)
sea un sistema bien distribuido. Por tanto, hacen falta menos condiciones para
obtener las cotas superiores, en particular, no es necesaria la propiedad (1.4) de
equidistribución.
1	 DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 2. Para todo k E Z+ definamos el conjunto




para infinitos 13(a;, R;) E W con a; E 8} .
Se tiene que
.41(B,W,r).=	 A i (B. W, 7.1')
k=1
y, en consecuencia, es suficiente demostrar que para todo k E Z.
DI-1( A i (6,	 k)) 	 4- 3 
1	 DI I m(A1(8,W,r,V)) < 	 + nr + 3
Sea p E (0. 1), Para todo n = 0, 1, 2,... definimos
VV( 77,	 = {B(a,R)EW: a€
 B. R E Ip n+1 ,p")} .
Por la condición (2.2.1) de hornotecia de p y la propiedad (2), es claro que existe
no tal que para todo n > no,
1	 E p(B) < MB).
BEW(71.5)
1	 Además, por la. propiedad (3), se obtiene que
1	 BEWIrk"
p(B), #3,1;(n.6)(pnr+3
1	 Por lo tanto, para n > no,
1
Por otra parte, para todo E Z+,
A 1 (13,	 r, k) C B(n.k.11r).
rt=e 13(n,R)EVV(n.6)
1
(2.2.2)	 #W(n, ti) < e (pn)n +3 p(6).
1
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Por (2.2.2), se tiene que para s > O, y para todo e > no,
00 oo 






= C p(B)ks	 pn(sr—a—Q)
n=1
Si s > (a + 13)17- la suma es finita y en consecuencia .111,(A 1 (8, W, r, k)) = O, Por
lo tanto,
	
D H (A 1 (13 W, k)) < a	 +
7-
De igual manera, por (2.2.2) y la propiedad (3), se obtiene que para s > O y para
todo e > no (para que k E' < E. si 13(a, R) E W(77. 8)),
o.




=	 p( , )k ors
 E p ra( .1(a T-1- 0)—a— +3)
n=t
Si s > (ft+ j3)1(ar +13) la suma es finita y, en consecuencia, Al (A i (B. W, k)) 0,
Por lo tanto,
+DI/1 (A 1 . 13 14; r k)) <  a3
2.3. Sistemas bien distribuidos y resultados tipo '<M'Achine.
En [S2], D. Sullivan obtuvo la siguiente generalización tel teorema clásico de
Sea F : [1,w)	 IR una función continua, positiva y decreciente que verifica
(3.1) lim F(x) = O.
00
(3.2) Existe n 1 E N tal que para todo n > n 1 , si 1/.2- 1 .1/.r 2 E [pn+1 p"), entonces
F(x 1 )	 F(x2 ) con p E (O, 1).
Sea, 7-t = {H(ai,17;)} una familia de horobolas disjuntas en 1111 4+1 con plintos
	
base en un conjunto acotado de	 Definimos




A 00 =	 E Rd : E A„ para infinitos n} .
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Teorema (Sullivan). Si #.4„ ti p —nd , entonces




donde m es la medida de Lebesgue.
Sea (W,p) un sistema bien distribuido con parámetro (o, fi, p), B una hola en
R d con centro en A y con ¿i(8) < oo, y F [1,oz) R una función continua
positiva y decreciente que verifica (3.1) y (3.2) para el valor p asociado al sistema.
Recordamos que,
4 2 (8. W. F) = {5 E An8:1K—	 < F(./y 1 ) R,
para infinitos B, = B(a i .Ri ) E IV con n i E 13} .
En este contexto se tiene
Teorema 3.
M-4 2 (8, W, F)) > 0	 q i y sólo
	 (F(x)r dx ce.
Haremos uso de una versión del lema de Borel-Cantelli que describimos a con-
tinuación.
Sean (X, m) un espacio de probabilidad, A 1 ,	 ... una sucesión de subcon-
juntos medibles de X, y A, := {x EX: XE A i para infinitos i}.
Lema (Borel-Cantelli). Si m( A„) > 0, entonces E i m(.4 i ) = Do. Y si los A i son
independientes. y si E m(A i ) = Do. entonces m(A...) > 0.
Pero es bien conocido que en el lema anterior no es necesl,rio que los A i sean
exactamente independientes y basta con versiones débiles de cuasi-independencia.
La siguiente condición es suficiente en nuestro caso.
Lema (Borel-Cant.elli cuasi-independiente). Si existe C > O tal que, para todo i < j.
771(A, n	 < C m(A i )m(A i ), entonces
E m(A i ) = x	 m(..4„) > O.
Por la propiedad de equidistribución (1.4.ii) de (VV. j i) se tiene que existe n0(8)
tal que para todo n > n0(8),
1 )n+3(3.3)	 #W(n, 8)	 ¡'(B),
p FI
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donde
W(n,8) = B(a,	 EW: aE8, RE [p" 41 ,p")} .
Para todo n > no(8) definimos:
(3.4)	 Árk = {B(a,,	 )R,) : B(a„ 17,) E W(n.13)}
Y	
A„ = {8 n A nij„ : lin E Án}.
En el siguiente lema veremos que los conjuntos A„ satisfacen la condición de
cuasi-independencia a partir de un cierto valor de n.
Lema 3. Existen C > O y no E /1 tales que cualesquiera que sean m,n tales que
m > n > no, 3e cumple que
p(A n n A„,)	 C p(.4„)p(A„,).
DEMOSTRACIÓN. Es claro que
(3.5)	 p( „ n A m )	 Z.
B, nfJn^f
Como	 F(x) = O, se tiene que existe n 2 E N tal que para todo n > n2,
.F( -1 } < o .
pla
Por la propiedad (1.3) de (W,p) y para el n 1 de la condición (3.2) se obtiene que
(3.6) Si i3 i E	 con e > max{n i , n i }, entonces, para todo 0 < t < 1.
P( th 4-) ^-	 F (-71 )ply
Por lo tanto, como los centros de las bolas en W(n. 8) distan al menos pn+1
(propiedad (1.4.i) de (W,p)), usando (3.6). resulta que si
rn > n > max{no(13).n i ,n 2 } •
entonces
E p(Bni) — #{ ulm E •n, :	 n1-3„ 0}
Eil,„
(3.7)	 fimn9n  es
(F()n
1	 ).	 3rn	 Pm()
pirl r
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con 1 < c < Ao. (Recordemos que Ao es el parámetro de homotecia de ji).
Usando de nuevo (3.6) y la propiedad (1.4.i) de (W,p), así romo la propiedad
(1.1) de homotecia de p, se concluye al comparar las Ji-medidas r..e los conjuntos en
(3.8) que si rn > n > max{no(8), n i , n 2 , n 3 }, entonces
(3.9)	 #{B,, E _I n, : D m n il„ 0} pm(a+3') < (F( —pu )pl a pni3
Se sigue, por (3.6), (3.8) y (3.9), que si m > n > no, con
no	 max {no( 8),	 1'1 2 . n 3 } .
entonces
p(A„ n A m ) c #14;(n.6) (F( )p" ) p" 3 (F(41-n))°
"
y, por (3.3),
(3.10)	 p(A„ n A m ) < C F(—) F( lm .p in	 p 
Finalmente, es de nuevo claro, por (3.3), (3.6) y (1.4.ii) que. para todo N > no,
(3.11)	 p(4.\')(1,.ja+3 (F(;)pl a p N3	 .
La condición de cuasi-independencia se obtiene de (3.10) y (3.11). 	 n
O BS M'ACIÓN . Si consideramos
j.„	 113(a i ,CR,): B(o,. R i ) E W(n.6)}.
con C > 0, y además, .4,, {8 n A n „ • h. , E .-L }. es fácil verificar que
los conjuntos .4„ satisfacen la condición de de cuasi-independencia a partir de un
cierto valor de n. Por tanto, se deduce que el conjunto
Dir(B, W, C)= E SnA:g— a i l! < C Ri
para infinitos 13 i =- B(a 1 .17,) E W con (ti E Li ,
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tiene ti-medida positiva. Este es un resultado tipo Dirichiet.
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 3. De la definición de los conjuntos A i, (ver (3.4))
es claro que
A2 (13 W, F)	 24„,, := {41 E Rd : S EA; para infinitos i > no} ,
donde no es el número natural que nos asegura el lema anterior. Por el lema de
Borel-Cantelli, se tiene que si p(A,,o ) > 0, entonces E i> „° p(A i )
Además, por el Lema 3 y la versión cuasi-independiente del lema de Borel-
Cantelli, también se tiene el recíproco, es decir,
E 1 1 ( Al = oo 11(A)> 0.
2>no
Por otra parte, como ya hemos visto en la demostración del Lema 3 (ver (3.11)),
y, en consecuencia,
ítAi)	 E F(—)°
>120 	 , > no
Finalmente, por ser F : [1, oo)	 R una función continua. positiva y decreciente,
se tiene que
E F(*),i r	 si y sólo si	 F(-1 dt = oc
i>no
lo que, a su vez, equivale a que
1 (F(x))" (1.r 	 oo .	 n
Capítulo 3
Excursiones geodésicas en variedades
hiperbólicas de volumen finito
Sea .M una variedad hiperbólica (d+1)-dimensional, no compacta y de volumen
finito. La variedad M es biholomorfa a Fl d+l 1G donde G es 1111 subgrupo discreto
de Meib(Hd -H ) con elementos parabólicos y volumen finito. Además M se puede
descomponer en una unión disjunta !v Vo U Uírn 1 Y( donde _X-0 es compacta y los
Yi son cúspides (ver capítulo 1, secciones 1.1, 1.2).
Figura 3
En la sección 1 de este capítulo estudiamos el conjunto de geodésicas en M
que partiendo de un punto fijo entran infinitas veces en las cúspides con velocidad
"dada".
Paralelamente en la sección 2 estudiamos el conjunto de geodésicas que par-
tiendo de nuevo de un punto prefijado entran infinitas veces en un entorno fijo de
51
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un punto de
En ambas secciones los problemas sobre geodésicas se trasladan a R d estudiando
los puntos finales de los levantamientos en 11-11 d+1 de las geodésicas. Utilizamos
entonces el concepto de sistema bien distribuido y los teoremas del capítulo 2.
Puesto que M tiene volumen finito, el conjunto límite de G es Rd y la medida
asociada a los sistemas bien distribuidos que construimos es la medida de Lehesgue.
3.1 Excursiones geodésicas en cúspides.
En [S1] D. Sullivan demostró que para todo par de plintos p, q E M y para casi
toda dirección y E S(q), la esfera unidad en el espacio tangente TM. se tiene que
dist(11,,,(t),p)	 1
sup 	 = —
t —ce	 log t	 d





sólo para una cantidad numerable de direcciones y E S(q). Estas direcciones co-
rresponden a las geodésicas que se van a infinito por las cúspides.
El teorema 4 da un resultado en términos de dimensión de Hausdorff que in-
terpola entre estas dos situaciones.
Teorema 4. Para O < < 1,
di.,thq.,(t).P) > n})
	 (-1(1— 01 ) •D H ({v E S(q) : lim su p
En términos de aproximación por puntos fijos parabólicos de G el resultado
obtenido es el siguiente. (Recordemos que M IHI d+1 /G).
Teorema 4'. Dados r > 1 y 'una bola 13 en Rd.
d
DH({1 E 13 :	 ail < CW/? 7, - para infinitos }) = 
T
donde {H(o i , R i n e9 el conjunto de todas las horobolas asociadas a todas las cús-
pides de G.
1-.0C
De hecho se obtienen las siguientes versiones un poco mas precisas de los teo-
remas 4 y 4'.
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Dada una dirección y E S(q) y una cúspide Y definirnos
T(17, y) = {t lq,,,(1) E Y}.
Sea y { Y, ) un conjunto de cúspides de M. El siguiente resultado se refiere a las
geodésicas que entran infinitas veces en cada una de las cúspides Yt de y.
Teorema 5. Para O < a < 1,
, ,,(t),p) _ a
DH ({	
ET(Y/,v)t
v E S(q) : lim sup dist(-yq a, para toda Y1 E y}) d(1 — a).
OBSERVACIÓN: Si hr : M	 *1 denota la función que asigna a cada punto .s E .14
la altura alcanzada por s en la cúspide Y. es decir,
h •(s)=
si	 41
st di O(s,ai	 si s E
entonces es fácil ver que, para s E Y/ y p E .V1,
idist(s,p)— 111 ( 11 ) 1 <	 di.,t(p.ay„).
En consecuencia
limsu 




Si y sólo si
b,(14.,(in	lim sup	 > (.1 .
t—oc
fET(7I,v)
y el teorema 5 puede ser expresado en términos de alturas alcanzadas en las cúspides.
Sea P { N } una colección finita de plintos fijos de transformaciones parabó-
licas del grupo G. Se tiene el siguiente resultado.
Teorema 5'. Dados r > 1 y una bola B en. Rd.
D H (	 E	 : K — a t,i 1 < e() .17;. para infinitos i y para todo p ( E P}) = —
(1 
,
donde, para cada. pf , {.1-1(ol.,,R(i)} es el conjunto de las horobolas asociadas a la
cúspide en pi.
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OBSERVACIÓN: Los teoremas 4' y 5' son válidos para cualquier subgrupo discreto
de Meib(lEd+1 ) con volumen finito y con elementos parabólicos. En particular, al
aplicarlos a grupos bien conocidos como el grupo modular o el grupo de Picard se
obtienen interesantes resultados de aproximación.
Cuando G = S L(2,Z), esto es, el grupo modular, el conjunto de horodiscos
asociados a la cúspide en cc es
1H : 1)- E Q con m.c.d. (p,q) = 1),q q2 	q
y se obtiene el teorema clásico de Jarnik-Besicovitch.
Corolario 1 (Jarnik-Besicovich). Para cada r > 1,
DH( {1 ER:I1— q12
1
< c(1) r para infinitos – E Q con m.c.d.(p,q) = 1}) ,--,
OBSERVACIÓN: Denotemos por A( r) el conjunto del corolario y por B(r) el conjunto
1
B(r) =	 E	 p: 	– – <	 para infinitos E E Q con m.c.d. (p,q),	 .2r
Es fácil ver que para todo E > Ose tiene que A(7 + s) C B( r) C ..4(r), y entonces
1
= DII(.4(7 + E)) < DH(B(r)) 5 DH(.4(r)) –1 .
Por lo tanto haciendo tender E a cero se obtiene que DH(B(r)) = 1 /r.
Al considerar el grupo de Picard S L(2,Z( V-1)), o más generalmente G =
SL(2, A) donde A es el anillo de enteros de 0( .11ri) y n es un entero positivo
que no es un cuadrado perfecto se obtiene (ver [S2]) que el conjunto de horoholas
asociadas a la cúspide es
{ll on 1
21q[2)
Decimos que p,q E A son primos relativos si existen r, s E A tales que pr + qs = 1.
Se obtiene,
Corolario 2. Para cada r > 1,
DH ({1 E C	 1912r
para infinitos p,q primos relativos en A})
: p,q E A primos relativos} .
9
r
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Surge ahora de forma natural preguntarse por un resultado similar en dimensión
superior. Usando la representación de transformaciones de M¿ibili; por números de
Clifford (ver capítulo 1, sección 1.7) se tiene que el grupo de Vahlen PSL(2,Cd-1(Z))
es isomorfo a Mili) (H 44-1 ). Además, si denotamos por C,,(Z) el módulo de enteros
del álgebra de Clifford y por SL(2,C,,( Z)) el subgrupo de SL(2.C,,) con entradas
en C„(Z) se tiene que
SL(2,Co(Z))	 SL(2,Z)	 y	 SL(2,C1(Z))	 SL(2,Z(‘,).
Por tanto una generalización natural de los grupos modular y de Picard son los
grupos SL(2,C„(Z)).
C. Maclachlan, P.L. \Vaterman y N.J. Wielenberg demuestran en [M\V\VI que
SL(2.C„(Z)) es un grupo aritmético finitamente generado de volumen finito. Pode-
mos entonces aplicar el teorema 4' a este grupo.
Definimos on = {(p•q) E Cr,(Z) x C,,(Z) : yr' E SL(2.C„(Z))(Dc)}.
Corolario 3. Para cada r > 1.
DH({ E lie : Ie - pq-1 15 c(fi 719 12r para infinito3 (p , q ) E Od-I }) = Td •
En [M\VW] se prueba también que
(i) SL(2,C2(Z))(x) Q3 U {x}
(ii) SL(2,C.„(Z))(w) C Q" +1 U {oc} para n 2 3.
Por lo tanto, cuando G = SL(2.C2 (Z)) estamos aproximando puntos de R3
por puntos de Q3 . Sin embargo cuando G SL(2,C„(Z)) con n > 3 estamos
aproximando plintos en R" 4- 1 por puntos en un subconjunto de Q"±1.
DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO 3. Basta probar que yr' y	 son respec-
tivamente los plintos base y los diámetros de las horobolas asociadas a la cúspide
en infinito de SL(2.Cd_1(Z)). Se procede de forma similar a 	 correspondiente
demostración de D. Sullivan en [S2] para los grupos SL( 2. A) donde A el anillo de





actúa sobre vectores .r E H 44-1 de la siguiente forma
	
T(r) = (p.r	 r )( q.r + )- I .
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Como T(w) = pq -1 , T lleva el hiperplano horizontal {x d+ i = 1} en una esfera con
punto base pq" E R d . Nos resta comprobar que su diámetro es lqr.
Es fácil comprobar que la esfera isométrica de T-1 tiene ecuación Ir - pq' =
1/Iqj. Además, T-1 = (1) o u donde a es una reflexión sobre la esfera isométrica de
T-1 y (1) es la extensión de Poincaré de una isometría euclidea de R d (ver eg. [B,
p.41]) y se tiene que T-1 transfonna la esfera tangente a Rd en pq -1 de diámetro
en el hiperplano {X d+ == IqI-I}.
Por lo tanto, la esfera en Rd co:n punto base pq' y diámetro lql- 2 se transforma
por T' en el hiperplano {r d+ 1 1}.	 n
3.1.1 Demostración de los teoremas 5 y 5'.
Para demostrar el teorema 5 trasladaremos el problema sobre geodésicas en
M HId+11G a un problema sobre los puntos finales de las correspondientes
geodésicas en IllE d+1 y utilizaremos el teorema 5' sobre aproximación por elemen-
tos de G. Este último teorema se obtiene del teorema 2 (capítulo 2) una vez que se
ha demostrado que si {H(ae ,i , Rf. ; )} es el conjunto de las horobolas asociadas a la.
cúspide Ye, entonces We =	 Re.i)} con la medida de Lebesgue es un sistema
bien distribuido.
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 5. Sea q un levantamiento en 1HI d+1 del punto
q E M. Para todo E R d denotemos por 5, 1.1 la geodésica en 111'1+1 que parte de -4
y tiene punto final y por lq, „ (1) su proyección en M.
La geodésica yq, ,(1) verifica
(1.2.1) h t('Y q,v(1)) lim stip 	  >





si s E Ye
si y sólo si, para todo e. > O existe tina sucesión de tiempos {t ,} con t i / cx), tal
que Yq,v(1)( t i) E Ye, y
ht(Yq•,' 1)( t t))  	 -dtz
Como -yq,,.(1)(4) E Ye el punto 51,1 (t i ) pertenece a una horobola H(ae i(i) . Re,i(i))
asociada a la cúspide Y,. Por simplicidad en la notación escribiremos a l y en
lugar de a, ,i(i) y Re,i(i).
Por lo tanto la geodésica -yq. ,, (1) satisface (1.2.1) si y sólo si, para todo E. > O,
existe {t i } con t i / oo y una sucesión de horobolas asociadas a Ye, {H(a i . Ri)}
tales que 51,1 (t i ) E H(a i ,Ri ) y
(1.2.2)	 piffid (	 ( ) . OH(a i ,Ri )) > (a -E)t i ,
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donde pmd+1(•,•) denota la distancia hiperbólica en Hild+1.
Para t suficientemente grande la geodésica 54, e(t) es comparable a la geodésica
vertical L 1 con punto final Supongamos que :y 4 40 coincide con la geodésica
vertical.
Figura 4
Los tiempos t', t" y t us corresponden respectivamente a los tiempos
de entrada, máxima altura y salida de la ctispid•
Sea R: el radio (le la horoesfera con punto base a, que pasa por	 (t i ). entonces
,
pHdi-l -. 4 ,1(tiOHaiR, 	 =	 R' 
Además, 2/?: = Cc -1 ' y de (1.2.2) se obtiene
R i > c 1 " -5(
R: 	 I?:
Si r, = 11 - o i l es claro que r i < R:. Por lo tanto. Ri > Cr: - " -f '. v se obtiene
il _ ad < r, r-,1/(1–n+5)
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Por lo tanto, si para e > O existe {t i } con t i	 oo y {H(a i , Ri )} con ai
verificando (1.2.2), entonces la desigualdad (1.2.3) se verifica para infinitas horoholas
asociadas a Ye.
Si = a i para alguna horobola H(a l ,Ri ) la geodésica yq, ,, (1) se va a infinito
por la cúspide Ye.
Recíprocamente, si para C > O y E' > O la desigualdad
(1.2.4)	 — 17;I < C Ri/(7-04e')
se verifica para infinitas horoholas H(a i ,R,) asociadas a Yt . Entonces para todo
E > e' existe una sucesión {t ;(e)} con t i (e)	 oo que verifica (1.2.2).
Se concluye que si -yq, „( e ) no es una geodésica que se va a infinito por la cúspide
Ye. Entonces -yq, ,, ( z ) satisface (1.2.1) si y sólo si existe C > O tal que para todo
> O la desigualdad (1.2.4) se verifica para infinitas horoholas 11(a i ,Ri ) asociadas
a Ye.
Como el conjunto de los puntos base de todas las horobolas asociadas a cúspides
de M es numerable, el conjunto del teorema 5 tiene la misma dimensión de Hausdorff
que el conjunto
00 00
A= u n A(nB, 1 — + 1/k)
n=1 k=1
donde B es una bola en R d y A( t/ (3, 1 — a + 1/k) es el conjunto de puntos E nB
tales que se verifica
< C(1)
para infinitos i y para todo pinte p f E P donde P = {pe} el conjunto de puntos
fijos parabólicos asociados a la familia de cúspides 	 {Ye}.
Recordemos que {11(ae.i,Re.i`,,} son las horobolas asociadas a la cúspide Ye.
El teorema 5' nos dice que DH(A(nB, s)) = sd para todo O < s < 1. Por tanto,
para todo k > 1/0,
DH(A) < lim DH(n .4(n8.1 — a + 1/k))
n-•oo
< lim DH( A(nB, 1 — a + 1Ik))
= d(1 — o + 1/k).
Haciendo tender k a infinito se obtiene que DH(A)< ¿(1 — o). Por otra parte, es
fácil comprobar que A(71/3,1 — a) c A y se obtiene que DH(A) > d(1 — a).	 n
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 5'. Para todo pe E P definimos
=	 = B(at,i.R(3)}
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La idea de la demostración es ver que (W,, m), donde m es la medida de Lebesgue,
es un sistema bien distribuido y utilizar el teorema 2 del capítulo 1 sobre conjuntos
(W,, T)-bien aproximables.
Es fácil comprobar que para (Wi ,m) las condiciones (1.1,, (1.2) y (1.3) de
sistema bien distribuido se satisfacen con valores a = d y f3 0.
La propiedad (1.5) de equidistribución requiere más trabaj). Se sigue del si-
guiente lema que es una versión local de una estimación de D. Salivan ([S2,p.227]).
Lema 4. Existe p i E (0,1) tal que para toda bola 8 en W'. el :onjunto T„(8.171)
de horobola3 correspondientes a la cúspide ire con puntos base en 8 y radio 1? E
	




Obsérvese que la propiedad (1.4.ii) se satisface debido a que las horobolas son
disjunt as.
Además como m es la. medida de Lebesgue, para todo r > 1, se tiene que
(4(7) d y 3'f(r). 0 y el teorema 2 nos dice que
(.1
	




.-11(8.Wt,r):= 11 E 8 : 1K- 	 <	 1?¡r
para. infinitos 13 i , B(o i ,1?,) E Wr con a l E B}
Por I() tanto sólo resta probar el lema 4 para completar la demostración del
teorema 5.
En la demostración del lema 4 son necesarios algunos resultados previos sobre
distribución de órbitas. El primero de ellos es una mejora debida a P. Nicholls [N1],
[N2. p.204] de un resultado de Tsuji [Ts, p.518] sobre la distribución de las órbitas
por un grupo discreto de volumen finito G dr isometrías hiperbólicas de la bola
unidad 1114-1.
Dado E 01104-1 y O < te < rr/2. definirnos IM,11 . ) como la intersección en
d+1 del semicono sólido de eje N- y ángulo U. es decir,
	
1M, u') = {q E 1544-1 1( 1 1 . )1	 cos	 •
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Dado un subgrupo discreto C; . de MCI (1V+1 ) y 77 E Bd+1 definimos N(r,i7,1,w)
como el número de transformaciones g E G tales que
(n) E 5-2(1,w) n {x : pE d+1 (0,r) < r} ,
donde pE d+i (•, •) denota la distanc:a hiperbólica en Bd+1
Teorema (Nicholls). Existe ro > O que depende de 77 tal que
para todo r > ro .
En el próximo lema se hace precisa una idea de D. Sullivan [S2].
Lema 5. Sea H una horobola y G un subgrupo discreto de Miib(1111 4+1 ). Con.si-
derernos la siguiente suma con po, go E Ifid+1
>1	 e	 P d+I(P0,9(40))
gEG
4(go)Eafí
donde piEd+1(•,•) denota la distanca hiperbólica en
Si po H, entonces existe una constante e l = c 1 (q0 ,G) tal que para todo a > 4
< c l e —ff p„d+, (po,ahr)
De hecho, c 1 sólo depende de
L = mintoriud 4 .1 go, 11(q0 )), 77 E G \ {id}} .
OBSERVACIÓN: Si po E H, entonces existe una constante e2 = r2 (L) tal que para
a > - se tiene que S < c2 (—(°—fi)incd+1(1)0,")2
DENIOSTRACIÓN Podemos suponer, por conjugación. que OH es el hiperplano
horizontal { xd+1 = 1} y Po = Aed+i, con e d+ 1 = (0.... .0.1) y A < 1.
Existe a = a(L) > O tal que si P. Q E OH y m'.,! P, Q) > L, entonces
IP - Q1 a.
En	 = {P E OH : IP-e ,í+ I I E [A. - 1. A-)} hay cuino máximo c(L)A.4- ' puntos
de la órbita de go, G(q0 ), para k = 1, 2, ... Si P E 12k. entonces
Nd+1 (po, P)	 pH d+I(p0 ,(k - 1.0.... .0.1))
p5u2(1A,(k - 1) + i)
gol
( - 1)2 + (A + 1)2 
 
4A
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y, en consecuencia,
A'	 ( A s, ü
e	 PIO +1 ( P.P < e 	
	
((k -1) 2 -i-(X +1) 2 )°	 07)
Por k) tanto,
S —
 z 	 < c -





puesto que log(1/A) = pHd+i (po , OH).	 n
- Po.4-1(po.0,11)
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 4. Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que
8 está contenida en la bola unidad de 11/4 y que tiene radio pequeño. Sea T una
transformación de Móbius tal que T(111 d+1 ) = B d+1 y sea {H,};` i la familia de
horoholas en Hild+1 asociadas a la cúspide Yt• con puntos base en 8 y radios R i < 1.
Entonces {T(1-1¡)}7:1 es una nueva familia de horobolas en It d+1 . Además para
todo i los radios R i .1?: de H, y T(11;) satisfacen, respectivamen-e,
c 1 (8) R, < 11; < (.2 (8)R, .
Por lo tanto, por conjugación. podemos trabajar en B d+1 . Probaremos el resultado
para un subgrupo discreto de volumen finito G de Miii)(11V +1 ), 8 una bola en
Dlli d+1 e Y c una cúspide en un punto fijo parabólico de G. Denotaremos por {Hi}
la familia de horobola.s asociadas a la cúspide i"1 y por I?, sus :adios. En el resto
de la demostración p(-,-) significará la distancia asociada a 1114+ I •
Fijemos una horohola H' de la familia { H, } y un punto y c u O H'.
Sea E 03'1+1 el centro de 8 y w el ángulo del ~icono con vértice en el
origen cuya intersección con 013 4+1 es 8.
Dados a, b E R con a < b, definimos
L(a,b) = 1x E IVI+1 : log(2r" - 1) < p(0,x) < log(2( - 1)),
.A(0,1))= #111, E -b < R, <
N(a)=
Recuérdese que N(a,q.e,w) es el número (le elementos E G tales que
p(0,1( q )) < a Y b(q) pertenece a la intersección con 1E1 4+1 del semitono de eje	 y
ángulo ti'.
Por otra parte, obsérvese que el radio I?, de una horobola H, satisface que
< R, < c - ° si y sólo si el punto de H, más cercano al origen pertenece a
L(a.b).
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La órbita de q está formada por puntos en las horoesferas allí. Además, como
las cúspides son de rango maximal existe c = c(G) > O tal que para todo punto
p	 existe g E G tal que j(p) 1E OH, y p(g (p),p) < c.
Por lo tanto, existe Ic0 = ko(G', tal que si II; es una horobola de radio Ri > e-6,
entonces L(b, b+ k0 ) contiene al menos un punto j(q) E OH,. En consecuencia, para
T,K > 0	
N(T,T + K) < N(log(e T+Ki-k° — 1)) .
Del teorema de Nicholls (ver página 60) se obtiene que existe T0 > 0 tal que, para
todo T > To,
(1.2.5)	 N(T, T + K) < c(Ó, K)Urd e d(T+ K)
Veremos que existe n > O tal que, para todo T > n, se verifica una desigualdad
opuesta,
(1.2.6)	 c'(G, K0) vtdedT < N(T,T + K0),
para Ko suficientemente grande.
Como las constantes en (1.2.5) y (1.2.6) son independientes de T, concluimos
que para n. = 0, 1, 2, ... y T > max { To, n},
ei ( Ú, K0) wded(T,„,,.°) y( T +17K0 ,T + (n 1)/1-0 )
< e(ó , K ) u,d(d(T+(n+1)K0)
Sea no E Z+ tal que n 0 K0 > max{To,n} y sea T noKo. Entonces, por (1.2.7),
para n > no se tiene que
Ct (Ú, K0 ) W ri e dnK° <	 + 1 )K0 ) <	 Ko w d ed(n+1)K0
Finalmente, tomando	 c—h°
#T„(6,1',), (71 Ko ( n 1)K0 )
se obtiene el resultado.












-	 )<Ri <e - re
(1.2.7)
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y por el lema 3
(1.2.8)	 S(T, K) < cAr(T,T E)e-°T
Por tanto, para probar (1.2.6) es suficiente obtener una cota inferior de S(T,K).
Consideremos ahora las siguientes sumas parciales:
Si (T, E) =	 e-ap(0.1(q))
S2 ( T, E )
Eñ




.1(4)EH H i n L(T,T+
- ff P(0,4(0)
Como 011; n L(T, T + K)  0, sólamente si R,	 tenemos que> c -(T+ )




S i (T. K)< E	 c-crP(0.4(01	 z	 f - p(e,j(
	
j=2	 lEe;	 Icé;
j(q)En II 1.(T,T+ E)	 j(q)Eali,n1,(T,T+10
<	 <P412-1)	 (-`</?;< /2
[T+1]
< E (c) -1 - 1)'.:V(log(c. - 1)) + N(log(e- - 1))
.1=2
[T+]
<	 E (-°(i-1)N(log(r - 1)),
.1=1
52(T. E ) > e -a( T+ h) PT(log(r T+k - 1)) - N(log(( r - 1)))
donde (-1 denota la parte entera.
Por el teorema de Niclmlls, existe so > O tal que para todos > so,
X(log(t - 1))	 zr d c' d •
Por lo tanto existe n > 0 tal que, para todo T >
S I (T, E) < c( Ó )	 c (d- cr)T
S2 ( T, K) > c(Ú, E) w d e(d-a)(T+K)
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con c(G , K) = c(Ó) (1 -
Por (1.2.9) se concluye que, para todo T > To,
S(T, K) >	 e (d - (7)T (c(G, K)e (d-a)K - c(G)) .
Tomando K0 suficientemente grande para que c(G, R) e(d- ° )K - c(Ó) > c > 0, se




La desigualdad (1.2.6) es ahora una consecuencia de (1.2.8) y (1.2.10).	 n
3.2. Excursiones geodésicas en entornos de puntos de .54.
Para todo par de puntos p, q E M 11-11 d+ ' /G estudiarnos las geodésicas que
partiendo de q se acercan infinitas veces al punto p. Obtenemos los siguientes
resultados.





(	 disthig,v(t),Pi) > , para. todo p, E P}) = 1 +a •DHv E S(q) lim sup
-
Teorema 7. Para casi toda dirección y E S(g),
log
msup
disth q. ,.(t).p)	 1
li
log t	 = 71
En términos de aproximación por elementos de G los resultados obtenidos son
los siguientes.
Teorema 6'. Dados r > 1. una bola 8 en Rd y P	 ,i3k} una colección
finita de puntos en. IliEd4-1,
DH({ E C3 :	 — x 3 1< c(1) 3;3- para infinitos
g(f))=(x 13 ,3 15-)ERd x (0.1) con gEG y para todo 13 E P})	 .
1
Sea /3 un punto en 11V +1 . Sea F : [1, +oo)	 R tina función continua, positiva
y decreciente que verifica lo siguiente:
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(i) lim F(x) = 0.
r —*CC,
(ii) Existen p E (0.1) y n 1 E N tales que, para todo n > n i , si 1/x 1 ,1/x 2 E
	
[pn+1 ,p"), entonces F( r i )	 F{x2).
Teorema 7'. Para ca.q i todo e E Rd se tiene que existen infinitos g E G, con
g(p)	 (x i-„sh ) E Rd x (0,1), que verifican
1
	




3.2.1. Demostraciones de los teoremas.
La idea para obtener los resultados sobre excursiones geodésicas de los teoremas
6 y 7 es de nuevo trasladar el problema a R d y utilizar los teoremas 6' y 7' sobre
aproximación por elementos de G. Como veremos estos resultados de aproximación
se obtienen de los teoremas 2 y 3 (capítulo 2) para un sistema bien distribuido
particular.
DEMOSTRACIÓN DEI, TEOREMA 6. Sean p,,4 levantamientos en lil d+1 de los puntos
p i ,q E M = IrlI d+1 1G. Para todo E TV la geodésica -yq,,.wfsa.. 4.aer
log
disthq.,.(¿)(t),p)
(2.1.1)	 Hm sup 	  > o .
f--x,	 i	
_
si y sólo si para todo 4 > O existe una sucesión de tiempos { t, } con t i / DG y una
sucesión {g, } en G tales que
(2.1.2)	 PiEd+1 (015 )•	 < tH(' -59 ' •
Además para 1 suficientemente grande la geodésica 14. .z (1) es comparable a la
geodésica vertical con punto final y en consecuencia
7,11-1Ki.z(ti))	 —tí
donde r d+i es la proyección en la coordenada. d+ 1. Las constantes de coiiiparabi-
lidad dependen de q y




ron c(,q") > 0.
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Recíprocamente, si para C > O, existe {t i } con t i	 oo y Igi ) en G tales que
ppgd+1(g i (13),54,1 (4)) 5 C rd + 1 (51, c(4))" -el ,
entonces, para todo e >	 existe 7' tal que, para todo t, > Te., se verifica (2.1.2).
En consecuencia se tiene que 1 9.,() satisface (2.1.2) si y sólo si existe C > O tal
que, para todo e > O, existen sucesiones {t i } con t, / oc y {gi } en G verificando
P(gi(i)),i1,1(ti)) 	 C 7,14-1(51,e(ti))a-E
o equivalentemente existe C' > O tal que para todo e > O existen {t i } con t i / a),
y {gi } en G verificando
(2.1.3)	 54,t(ti) E 13h(gi(13),Cird+1(gi(P))°-e).
donde Bh (a,R) denota la bola hiperbólica de centro a y radio R.
Para todo (x, s) E R d x R+ , definirnos la sombra de B h((x s), R) en Rd como
el conjunto de puntos r' E Rd tales que (x', s') E Bh ((r„q ). R) para algún s' > O.
Como Bh((x, ․ ),R) = 13((x,s cosi' R),s sinh R) se tiene que para. R pequeño la
sombra de 13h((s, ․),R) es comparable a la bola B(r,sR) en Rd.
Por lo tanto por (2.1.3) es claro que el conjunto del teorema 6 tiene la misma
dimensión de Hausdorff que el conjunto
00 CC
A= u n A(n8. 1 + - 1/k),
n=1 k:=1
donde 8 es una bola en R d y
A(nI3, 1 + cr - 1/k), {1 E n8 : - x/3 1 < e(1) s l+a-1/k para infinitos
gi:fi) =	 8/3 ) con s is \ O y para todo p E P} .
Puesto que G es discreto los conjuntos A( n8,1) con 1 > 1 son, de hecho, los
conjuntos que aparecen en el teorema 6' y en consecuencia DH(A(n8,1)) d/1.
para todo 1 > 1. Por tanto, para todo k > 1/a,
DH(A) < lim DH(n _4(n8, 1 + a - 1/k))
< lim DH(A(n13, 1 + o - 1/k))
n-00
= d(1	 -1/k).
Haciendo tender k a infinito se obtiene que DH(A) < d /( 1 + n ). Por otra parte, es
fácil comprobar que A(n8, 1 + o) C: A, de donde DH(A) > (1/(1 + n).	 n
§3. EXCURSIONES GEODÉSICAS EN VARIEDADES DE VOLUMEN FINITO 	 67
DEMOSTRACIÓN DEI, TEOREMA 7. Sean 13,4 levantamientos en 111 d+1 de p,q E M.
Para todo e E R d la geodésica -yq, ,(1) satisface
log,
di,st(yq,,,(1)(t),p) (2.1.4)	 lim stip 	  >
1—,c)	 logt
si Y sólo si, para todo E > O existe {t i } con t i / oo y {g 1 } en G. tales que
(2.1.5)	 ind+E(g.(13),51,1(t.))
	 1
Además, corno para f grande .5 4,1 (t) es comparable a la geodésica vertical con plinto
final 1, se tiene que 7rd _id e7 1.1 (t))	 c —f , donde rd4. 1 es la proye'ción en la coorde-
nada d + 1.
Por lo tanto, si existen {t i } con t i / oc y {g i } en G verificando (2.1.5), entonces
1
pyi d+1(g i (15), :y" (-1,1 (t i ))
 




Recíprocamente, si para C > 0. existe {t i } con t i / x y {, 7 ,} 1 aI G tales que




d-1-1(-1- ,z( t ))  
entonces, para todo s > E', existe 2", tal que para todo t, > Tc se verifica (2.1.5).
Por lo tanto se tiene que 79, ,, (1) satisface (2.1.4) si y sólo si existe C' > O tal
que. para todo s > 0, existen sucesiones {t i } con	 oc y Igi ; en G verificando
1	 (1 Id)-1:.
(2.1.6)
	 B11(013).	 1	 ) •log
rd+i(gi(fi))
Además, para (.T', s) E Rd x R+ y I? pequeño, la sombra de Bh I ( • 8). 13 ) en Rd
es comparable a la bola B(x,sR). Por lo tanto se obtiene que
(i) 7d+1(gr(f)))\ 0,
1	 (i/d)--1(ii) e E B(3-,,C( 	 1 )
log —
donde g,(ii) =	 si) E R' i x R.






68 M. V. ME! IÁN
Como G es discreto, hay una sucesión {g i } en G verificando (i) y (ii), si y sólo
si existe una sucesión {l i } en G verificando (ii) con J;(15) E Rd x (0,1). Por lo tanto
-yq, ,, ( z ) satisface (2.1.4) si y sólo si existe C > O tal que, para todo E > O,
1 )(11d)—e
s)(2.1.7)	 e E B (x, C	 con g(13)	 (x•s),
log —
para infinitos g E G con 7rd+ i (g(5)) < 1.
Para todo o > 0, definimos
{1
	 ,
F,( ) -2=i	 1
logx)lin
si r E [1,e) ,
si x E [e, +cc) .





si a > (1 ,
si O < u < d .
Es claro, por (2.1.7), que
donde A(Fc , C) es el conjunto de puntos e E R 4 tales que
-- ri < CF,( 1—)s,S con g(13) =(.rs) E Rd X (0,1) ,
se verifica para un número infinito de g E G.
Por (2.1.8), el teorema. 7' nos dice que el conjunto U r>0 .4( Fff C ) tiene medida
plena y por tanto, para casi todo e E Rd.
log 	 .
st(-yq.,,(1)(0. p	 1
lim sup	 	  >
V —oo	 log t	 d
Para concluir la demostración debemos comprobar que para casi todo e E Rd
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Con un razonamiento similar al utilizado para concluir (2.1.7) de (2.1.5) se obtiene
que (2.1.9) es equivalente a que, para todo e > 0, exista O < s e < 1 tal que. para
todo g(f)). (27, s) con s < s e., se verifique
1e 9' B(.r,C(	 )(11d)+e s) 
log –
s
con C una constante positiva.








log t	 5 71}
donde A( F„.C)`' es el conjunto de puntos E Rd tales que
–	 < C F„ ( 1 ) s	 con g(15).= (x, 8) E R`i x (0,1),
se verifica sólo para un número finito de g E G.
Por (2.1.8) y el teorema 7' se tiene que el conjunto U e>0 .4( £,, C) C tiene medida
plena para O < a < d. Además. para a l < a2.
U A(F,,,C) C U A( F„, .0 )
c>0	 c >o
y, por consiguiente, n10<tr <dUc>o -4(1-„,C) e tiene medida plena.
Por lo tanto, para casi todo
DEMOSTRACIÓN DE LOS TEOREMAS 6' Y 7'.
Para demostrar estos teoremas utilizaremos los teoremas 2 y 3 (capítulo 2) de
apto- ximación para sistemas bien distribuidos. El primer paso será ver que. para
todo 5 E 1/1V+1 , el conjunto
= {B(x, ․ ) : g(13)	 s) E R d x (0.1) con g E G}
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es un sistema bien distribuido con la medida de Lebesgue. Para ello necesitaremos
el siguiente lema que se sigue directamente del teorema de Nicliolls (ver página 60)
Lema 6. Sea G un s ub g rup o discreto de M5b(H d+1 ) de volumen finito. Para todo
fi E 1El d+1 existe pi,- E (0, 1) tal que para toda bola 8 en R d el conjunto T„(8 43) de
puntos de la órbita de p, g( 13) = (x, ․ ), con xE13 y s E [p7 4-1 ,p7i ) .qati.4face. para
todo n > no(845),
#1„,,(1?	 (-1 )d rn(B)
pp
Lema 7. (W15 , rn) es un sistema bien distribuido con parámetro (d, 0,1015).
DEMOSTRACIÓN. Por el lema 6 es claro que (W i;, rn ) cumple la propiedad de equidis-
tribución (1.4.i). La propiedad (1.4.ii) se sigue del hecho de que, para n suficiente-
mente grande, y para todo g i .g2 E G, (g i g2 ) con = (.r;, s;) E R d x (0. P73 )
para i = 1,2, se verifica que
B h (g i (13),,q i )n Bh( g2(i)), 8 2) = 0.
Las propiedades restantes de sistema bien distribuido se comprueban fácilmente.
El lema 7 y el teorema 2 (capitulo 2) nos dan directamente el teorema 6'. Por
otra parte, del lema 5 y el teorema 3 es claro que para todo C > 0 el conjunto
A(F. C) {1 E Rd : —.r 13 < C F( 1 ) sí,
para infinitos g(15), (xi3 „8 13 ) E Rd x (0.1)1




Pero A = Uc>0 A(F. C) es un conjunto G-invariante y la acción de G es erg&lica
en lia d (ver capítulo 1, sección 1.6). Por lo tanto, el conjunto .4 tiene medida plena
o medida cero y esto demuestra el teorema 7'. 	 n
Capítulo 4




En los capítulos 4 y 5 consideramos una variedad hiperbólica M de dimensión
d+ 1 y geométricamente finita. Recordemos que en el caso dos-dimensional, es decir,
para superficies (le Riemann, la condición de ser geométricamente finitas, coincide
con el hecho de que el grupo fundamental sea finitamente generzLdo.
El estudio se ha dividido en dos. En el capítulo 4. se consideran variedades
convexas co-compactas, esto es, sin cúspides. La medida de Patterson tiene estima-
ciones precisas que permiten resultados exactos en los problemas de aproximación
considerados.
En el capítulo 5, se considera el caso general; el control snhre la medida de
Patterson no es tan bueno y el estudio de los problemas de aproximación es más
delicado, y los resultados no son exactos. Aunque hay cierto ;olaparniento entre
estos dos capítulos hemos preferido dividir el análisis para mayor claridad.
La variedad .,14 es biliolomorfa. a le + VG, donde G es un suhgrupo discreto
de MiSb (1H1 4+1 ), y el espacio cociente .M G = H(.1(G))/G, donde H(A(G)) es la
envolvente convexa del conjunto límite A(G). es compacto (ver capítulo 1. secciones
1.1, 1.2).
En el caso de superficies de Riemann ((1 = 1) ,14 puede descomponerse en la
unión disjunta.M X0 U U7, =1 Z3 , donde X0 es compacta y los Z, son fonile3 (ver
figura 5).
Dada una geodésica cerrarla dirigida g en .,14 estudiamos el conjunto de geodési-
cas en *f que partiendo de un punto prefijado p se "acercan - infinitas veces a G
con determinada velocidad. Más específicamente. la geodésica -ip. ,.(1) estará cerca
de G en un tiempo to si existe t',„ tal que la distancia en .,14 entre - }p, ,;(t 0 ) y G(t oi )
es pequeña además las direcciones de 11, , ,.(t) y G ( t ) en los puntos to y f e,' respec-
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tivamente difieren también poco. La distancia d9( m ) (definida en cap. 1, sec. 1.6)
formaliza esta idea de distancia en 5-2(M) = x Ad -H . Obsérvese que M puede
ser compacta.
Figura 5
Sea V = {G f (t)} tE r una colección finita de geodésicas cerradas dirigidas en M.
Para cada Ge definirnos
9(Gt) = {(gt(t),Gt(t))) •
Para p E M y ji la medida en S(p) inducida por la medida de Patterson (ver
capítulo 1, sección 1.6), obtenemos los siguientes resultados.






Para toda g t E V. Entonces









donde b(G) es el exponente de convergencia de G.
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Teorema 9. Sea g una geodésica cerrada dirigida en M. Para	 toda dirección







log t	 — 2(5(G).
En términos de aproximación por un grupo se obtienen los siguientes resultados
para. G un suhgrupo de MEA) (111 d+1 ) convexo co-comparto. Recordemos que G es
convexo co-compacto si la acción de G sobre la envolvente convexa del conjunto
límite A(G) tiene tina región fundamental compacta (o, equivalentemente, G es
geométricamente finito y sin cúspides).
Sea E una colección finita de puntos fijos hiperbólicos no conjugados entre sí.
Recordemos que dos puntos fijos hiperbólicos son conjugados si son los puntos fijos
de una misma transformación de Mobius hiperbólica.
Teorema 8'. Dados r > 1 y una bola C3 en W1 , sea L'(8, r) el conjunto de
puntos E l3 fl A(G) tales que para. todo 1 1	 se verifica para infinitos g E G que
g — g(011< e(1)1?;,
donde
y 711 es
li g ( 71 1 )	 g(11)11R g 
—
	 •9
el punto fijo hiperbólico conjugado de	 Entonces.
Dil(L i (B,E,r)) = b(G)
T
1
DI11,(1, 1 (B,E,r)) =	 .
donde p es la medida de Patterson.
Sea F : [1, cc)	 11Z una función continua, positiva y decreciente tal que
F(x)= O. Supongamos además que existe p E (0. 1) yr/ 1 E N tal que, para
todo rt >	 , si 1/.r 1 , 1/x 2 E [p" +1 , p") entonces F(ri)---
Teorema 9'. Sean -11 y	 dos puntos fijos hiperbólicos conjugalos. Para casi todo
E A(G) con respecto a p., existen infinitos g E G que verifican
11(01 < e()
 F (kg	 ) R R g < 1.
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donde Rg =	 g(n)II/2, .si y sao si
(F(s))5(G) di = 
00.
4.2. Demostración de los teoremas.
Veamos en primer lugar cómo se reducen las pruebas de los teoremas 8 y 9 a
los resultados de aproximación por órbitas de puntos fijos hiperbólicos contenidos
en los teoremas 8' y 9'.
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 8. Sean, /3 un levantamiento en 11- d+1 del punto
p E M, G una geodésica cerrada dirigida en M y / E R d . Entonces, la geodésica
-yi, , ,. ( e) satisface
donde 1 ( g ) = {(g(t),gi(t))},si y sólo si, para todo E > O. existe una sucesión
con t i /' oo y una sucesión {G i ) de levantamientos de g tales que
(2.2)	 < c-(a-5"'
con 9(Ci) =-- {(Ci(t),C1(0)}•
Si -yp. „(0 no se "enrolla" en G . / no es el punto final (le ningún levantamiento
G de G y existen subsucesiones {I i, },	 verificando (2.2) tales que
(2.3)	 gi,,i	 para todos	 i,2 .
Supondremos en lo que sigue que no es el punto final de ningún levantamiento
de G. La idea de la demostración es comprobar que las siguientes condiciones
son eqiiivalentes:
(A) Para todo E > O, existe una sucesión {t i } con t,	 y una sucesión oi} C011
	para todos	 i2, verificando (2.2).
(B) Existe C > O tal que, para todo E > O se verifica
1K -	 < 
C li)1+")1(1-0)-E	 y	 R,\ O,
con 2/?; = 11744. -ni  II, para infinitos pares ordenados de puntos fijos hiperbólicos
conjugados (717,7) :1- ) correspondientes a los puntos inicial y final de algún le-
vantamiento g, de G.
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Obsérvese que si verifica (13), entonces E A(G).
El conjunto de los puntos finales de los levantamientos de g es numerable. Por
lo tanto, por esta equivalencia y por (2.2), es claro que el conjunto del Teorema 8
tiene la misma dimensión de Hausdorff y la misma p-dirnensión que el conjunto
.4 = u n (n8 . E,
n=1 k=1
1 + a	 1 \
1 –	 k ) "
con 8 una hola en Ra , E = { 71 7 } ter, donde qt es el punto final de algún levan-
tamiento de GI y r(7-1B,E,( 1 +a )/( 1 –a )-1/k) el conjunto de puntos E n8nA(G)
tales que, para todo TI E E, se verifica, para infinitos g E G. que














' 1 + CV	 71 -n 	 – o	 k""
1 + 0	 _ 1 + 0 1
	
DI-1„( L 1 (718, E . 	  ) ) < DI-11 , ( A ) < 1 i m DI-10(1:(718.z. 
1 -- a 	
le ) )1 –a'	 TI - e 9C.
el teorema 8 se sigue del teorema 8'.	 n
DEMOSTRACIÓN DE (.4) 	 (B): Supongamos que '5,3.1 es una geodésica vertical
con punto final	 E Rd . Sea e(t ii ) tal que
n +1)((315.1(ti)-iis.z(ti)).(.0i(1:).4:(t•))) <
	 t
Sin pérdida de generalidad suponemos también que r h  = 2R,. 0 	 0) y 71 + =
(0,...,0). Definimos
b i =	 ri = -
y Oi es el menor ángulo entre :(t i ) y (0.0 	  1) en ad+ 1
76 M. V. MELIÁN
31,4 (t,)
Figura 6
Por la definición de dn (M d+i ) .9- tiene que








Además, como h i = 7rd+ 1 (51,1 (t i ))	 , y O < Cr < 1. es fácil ver que. para ti
suficientemente grande, existe C = C(P) > O tal que
(2.3.1)	 dj < C lrrt
(2.3.2)	 tan Ai < C 
Sean 0•(t1) = (x i , s i ) E Rd x R+ y r j = II.r i -	 Por (2.3.1) se tiene que
(2.4)	 ,s i ) E Bh((C•hi).C117-1)•
Para t i grande, es decir, para h i pequeño,
B h ((e,h),C hre	 hi)•h;+0-E)
T
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y, por (2.4), se obtiene que
(2.5)
	
rí =	 < C
	
si	 hí.
Es fácil ver que
	
r i <	 < + s i tan O; ,
y, por (2.3.2) y (2.5), se concluye que
r 1





y, por (2.3.2) y (2.5), se obtiene que I? > C	 Por lo tanto,
ri < n o ) R (i +a-t-)/( —ft-Fe)
En general, para "y- i3,1 (t) distinto de una geodésica vertiral, tamlién se obtiene que
(2.6)	 Ei <	 R(i +a —e) 1(1
Recordemos que r, = 111 -	 11 y 2R i = Oh+ — 773. Además, como G es discreto,
existe s > O tal que C(e i ,.,.)n c(Q,,, ․ ) para todos i l  2 , donde C(. ․ )	 E
illd+1	 p« , + , (x.0) < s}. De esto se sigue que (2.6) se satisface para una sucesión
117, , 71 ;)} con	 O.	 •
DEMOSTRACIÓN DE (13 )	 (A): Sea E R d verificando (B). Para O i el levan-
tamiento de CJ con puntos inicial y final 71 y	 respectivamente. encontraremos
un tiempo t i tal que
(2.7)	 d12(M-4-1)((i:3,Z(t 	 «_1(1-11111'
Para ello definiremos t i de tal forma que
(2.8)	 -t,
I,	 112
dmH d.4- 1 )((7ii,1( t i )•ifi , l( t i )), 9 (ek )))	 C ±4 	 •
Por (2.8) y (2.9) es claro que si
(2.9)
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o equivalentemente, si
<	 el) m1 +o-t')/(1-a+,,)
entonces se verifica (2.7). Pero, por la condición (B), se tiene que
r < CRY+a)/(1-°)-e
y, para R, suficientemente pequeño, y
1+0	 1 + a -
1-a E> 1 -
se obtiene
Sin pérdida de generalidad podemosCup( o"n' esr')gRuYe +Zte): (ti -n a+gE:odésica vertical con
C R9+')/(1-")'
punto final	 Estudiemos primero el caso en que I . ,	 y 11± son colineales.
Figura 7
§4. EXCURSIONES GEODÉSICAS EN VARIEDADES SIN CÚSPIDES 	 79
Si no pertenece al segmento que une n; y n i-, construyamos la geodésica
vertical L que pasa por y es tangente a 0 1 . Denotaremos por 0;(t:) = (r i , s i ) E
R d x IR el punto de tangencia.
Si pertenece al segmento que une IV - y	 denotaremos por e i (tD el punto
de corte entre ei y la linea vertical con punto base 1.
Sea	 = 110 i ( t i ) - a Definimos t i tal que .5,"13,1(ti)	 hi), es decir, t- =
log(.,91h;), donde fi =	 si5).
Si E [ri i- ,17:1, entonces
	
hl = Rl - (R i - ri ) 2 	 Ri r i - r,2 .
Si	 , lin, entonces
hl = (R i r i )2 - Rl = 2RiTi
Por lo tanto. en cualquier caso, h i	 N/R ,, y en consecuencia e-t'
Comprobemos ahora (2.9). Sea d, = po+ , ( b5.1. (t, 0,(t i. )). Es fácil ver que el
ángulo entre	 (I I ) y 5175 (t i ) es igual a
Si E	 q,-1-1, entonces d i = 0. y
Oiri )1/2ji.2 sen —9 =	 (1 - cos g i ) 1/2 = v/15. (1	 R ' rt ) 1/2 =, 
y, por consiguiente, se satisface (2.9).
Si	 el, entonces




;y se obtiene que
ri(2.10)	 (1,2 ti cosli (1, - 1 = 	 .R,
Además,
0;





(2.11)	 = j?,(1	 	
= 5/:5.	 1/2 <	 ra \ 1/2
	
)	 )
Por (2.10) y (2.11) se obtiene (2.9). también en este caso.
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Pasemos ahora a estudiar el caso en que ,tiT y ri?- no son colineales.
c.,
Figura 8
Sea G; (t;) = (x i ,s i ) el punto de el que verifica que	 – ►7 ;1- I I =	 Definimos(ci (t:), (0, O,	 , 0, –1)) E 9(11-11 d+1 ). Por el estudio hecho para puntos colineales
es claro que
(2.12)
(2.13)	 doold+1)(u.:.9(0i)) 	 ( 	 .fi 1 /2 
Consideremos el triángulo (le vértices x i .1" y O i (t;) y sea A, el ángulo en el vértice
gi (ei ) (ver figura 9).
Sea h i 	–	 Definimos t i tal que ^y- ii 4t,) = (Ji i ). es decir, t i =
Por construcción, hl =	 +	 – el1 2 , y como
	
1111;	 +1177i' –	 = 2 ri,
se obtiene, por (2.12), que h i ti fRi r i , y, por consiguiente, que f–t'
Por otra parte, si
di =
entonces,
di senil i =: tan O; = 	  < 2i	 ► i
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y, por (2.12), se obtiene que
7- , )1/2
di 5 C (—	 .
En consecuencia,
(2.14)	 dn( /a+i)((.5i,,l(ti),:).:3,z(ti)),w)= d i 5 C




DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 9. Sea /3 un levantamiento en } d+1 del plinto
p E M, y sea G una geodésica cerrada dirigida en .14. Para todo	 E
geodésica -/p. ,, (1) satisface
log
	
do(m)Wipme)(t).-;;,.,,(v(t)).5-2(.(;))	 1 (2.15)	 psu 	
t—x log t	— 2 MG)
si y sólo si. para todo 5 > O, existe una sucesión {t i } con t,	 oc y una sucesión
{(;,} de levantamientos de G tales que
1(2.16)
	 dst(Hd+i)((7fi,l(ti)•113.1(ti)).9(ei))	 1// „ ) _, •
ti
Si no es el punto final de algún levantamiento de G. es decir, si --)7,.1 no se
"enrolla" en G, entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para
todas 0,,.0, 2 E 103 con	 i 2 ,
1
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El conjunto de los puntos fina.es de los levantamientos de g es numerable y, por
consiguiente, podemos suponer que e no es el punto final de ningún levantamiento
de G. Con un razonamiento similar al utilizado para ver la equivalencia entre (A)
y (B) en la demostración del teorema 8, se puede ver que las siguientes condiciones
también son equivalentes: 
(A') Para todo e > O existe una sucesión {t i ) con t,	 oo, y una sucesión {1;} con
0; 2 para todos i i 	 i2 , verificando (2.16).
(B') Existe C > O tal que, para todo e > O, se verifica que





con 2R; = — g i- ji para infinitos pares ordenados 017,77h de puntos fijos
hiperbólicos correspondientes a los puntos inicial y final de algún levantamiento
O; de G.
Si e verifica (B), es claro que e E A(G). Por lo tanto, el conjunto de e E IR('
que verifica (2.15) está contenido en A(G).
Para todo a > O definimos
{	 1,
,(x) =	 1	
si .r E [1,c),
F 




si u > 1 ,
x	 si O < <b.
De la equivalencia entre (A') y (B') se sigue que






log t	 2 h(G)1.
donde A(F,,C) es el conjunto de puntos e E A(G) tales que
1
g ( q )II <: C -Fa( —Rg Rs Y	 Ry < 1
(log.r)I/,5 ' si .r E [e, -1-oc) .
se verifica para infinitos g, donde 77 es el punto final de un levantamiento de G y de
nuevo Ing =	 — g(q 1 )11• con g' el conjugado g.
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Por (2.17) el teorema 9' nos dice que el conjunto Uc).0A(F,,C) tiene p-medida




do ( .14 )( '7p.,41)( t ). )p.,,(1)(1) )• MG))	 1
logt
	 2<'(G)
Por otra parte, la geodésica -y i, , ,, (1) satisface
1
	
do(m)((7p.rw(t),^1p,1,(1)(t)),51(g))	 1(2.18)	 limsup 	
t-.	 Iog t	 - T2,1(G)
si y sólo si, para todo	 > O, existe T0 tal que. para todo t > To y para todo
levantamiento O; de G.
1(2.19)	 dl(Hd+1)((ib.1(,elitYL Mei)) 	
t:
/(„)_,
De nuevo con el mismo tipo de argumentos utilizados para ver la equivalencia entre
(A) y (B) del teorema 8, se obtiene que (2.19) es equivalente a que, para todo E > O,
exista O < R < 1 tal que, para todo R < 1?,, con 21? i = ph+ --77711, donde 17i.7- y
corresponden respectivamente a los puntos inicial y final de algún levantamiento
O; de g, se verifique que
1 \ 1/(2h)-,
(2.20)	 -11i  R i( 	 )
log —R,
con C > O. Obsérvese que si verifica (2.20), entonces 	 .1(G).
De esta equivalencia es claro que
log
log
(intml(("tp,i,(1)(1)•"tps,.(1)( ) • 1? (G)) >	 1
log	 26(C)1"
1
U .4(F,. C) rC S E Rd : lim sup
C>0
donde .4(F C)` es el conjunto de puntos E R 4 taks que
	
- g(011 < cFry (—R ) R9	 Rg < 1 ,g 
se verifica para sólo im número finito de g E G.
De (2.17) y el teorema 9 . se tiene que el conjunto Uc >0.4 ( F,.C)e tiene p-medida
plena para O < a <b. Además, si a l < a2.
U A(F,72 . C) U U .4(F,, , C).
C>0	 c>0









log t	 5 2b(G)
	 n
DEMOSTRACIÓN DE LOS TEOREMAS 8' Y 9'. Para demostrar estos teoremas uti-
lizaremos los teoremas 2 y 3 (capítulo 2) de aproximación para sistemas bien dis-
tribuidos. El primer paso es ver que existe e > O tal que, para toda geodésica
cerrada dirigida g, el conjunto
WO,c = {13(71? - .rRi):	 R i < 1} ,
donde 2R i =	 — 701 y	 y riif son los puntos inicial y final de algún levan-
tamiento e i de g, es un sistema bien distribuido con la medida de Patterson.
Necesitaremos el siguiente lema.
Lema 8. Existe p E (O, 1 ) que depende de g tal que para toda. bola 13 en Rd con
centro en A(G), el conjunto T„(13,g) de levantamientos e i de g con punto final 77,-F
en 8 y radio Ri E [p"4-1 , p") satisface. para todo n > no(B.G,G).
1 \
	
#7;,(5' . g )	 — ) MB) -
pn
donde 6 es el exponente de convergencia de G.
Recordemas una estimación de la medida de Pattcrson (ver capítulo 1, sección
1.6).
Teorema ST ([S3], [T2]). Si G es convexo co-compacto,
p(B(1.r))	 ,	 para todo E A(G).
Como G es discreto, es claro que existe s > O tal que, para todo par de levan-
tamientos di , , d i , de G,
	 ne„ n c(0i,) = 0 ,
donde
C(0). fx E W14-1 : pio+ ,(x,0) 5	 .
Fijamos ahora co = c(s,p)> O tal que. para todo par de levantamientos di , , di , de
G, con radios en el intervalo [p" +1 , p"), se verique
(2.21)	 13(	 c(s, p) R,,) n B(1) ;+-2 , c(s. p) R, 2 ) = 0 .
log
'Hm slip
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Lema 9. (Wg ,„, /s) e,9 un .sistema bien di.qtribuido con pardmetrc (<5. 0,p), donde p
es el número que aparece en el tema 8.
DEMOSTRACIÓN. Por el lema 8, es claro que (VV0, ,041) cumple la propiedad
(1.4.i) de equidistribución. La propiedad (1.4.ii) se sigue de (2.21). El resto de
las propiedades es fácil de comprobar usando el teorema ST.	 n
El lema 9 y el teorema ST nos garantizan que las condiciones del teorema 2
(capítulo 2) se verifican con n = a'(r) t5 y 13 /3 1 (7) = 0. El teorema 8' se sigue
del teorema 2.
Por otra parte por el lema 9 y el teorema 3 (capítulo 2). es claro que para todo
C > O el conjunto .4(F. C) de puntos 1E A(G) que verifican para infinitas g E G
111 — 9(011 5 CF (k) Rg •	 Rg < 1,
donde 7.7 es un punto fijo hiperbólico y ¡1 9 = lig(TY) — g(9)11/2 con Ti ' el conjugado
de n, tiene /1-medida positiva si y sólo si
.Do (FGrnb
Pero A = Lic>/).:4(F,C) es un conjunto G-invariante. y la acción de G es erg(dica
en A(G). Por lo tanto el conjunto .4 tiene p-medida plena o tiene /i-medida nula.
Esto demuestra el teorema 9'.	 n
Así pues, sólo nos resta por demostrar el lema 8.
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 8. La demostración de este lema sigue exactamente la
misma línea de ideas que la demostración del lema 4 del capítulo) anterior. Por ello
nos limitaremos a dar los lemas (equivalentes al teorema de Nicholls y el lema 5)
necesarios en la prueba.
El primero de ellos es una versión local de un resultado sobre la distribución de
las órbitas por un grupo convexo ro-compacto 	 isometría~ hiperbólicas de la bola
unidad	 . El resultado global se encuentra en [N2. Teoreml. 4.6.5]. Usando la
definición dada para N(r,r/ .. w) en el capítulo 2 con E A(G), nos dice que
Lema 10. Existe ro > O que depende de 71 tal que
N(r, 7/ ,	 Er6 11,6
	
para todo r > ro .
1 =
Este resultado se obtiene fácilmente usando el teorema «1.3.2 en [N2] en la
demostración del resultado global ([N2. teorema 4.6.5]).
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Lema 11. Sea G un subgrupo discreto de M5b(lH d41 ) y g una geodésica en 1P1d+1.





Si Po Q. entonces existe una constante C 1 = Ci (go,G) tal que
S <C1 e' P1P")
De hecho, C1 depende sólo de
L = minfp(q0 ,g(go) : g E G\ {identidad}} .
DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer, por conjugación, que g es una geodésica ver-
tical con punto final cero y lipol = 1 Por otra parte, existe una constante absoluta
C > O tal que si Q E G, entonces
P(Po, Q) % P( e 'd+1 (2) + P( e. d+ -P0 —C,
con e d+ 1 = (O,	 , 0, 1). En consecuencia,
e -Cr p(po. g ) < C	 p(po,G)	 p( a+1
Por lo tanto, es suficiente probar que
Sl	 z	 -(1 p(ed+ i ,g(go)) <e	 kg
g EG
g(go)EG
Ahora, sea 5-4 el conjunto
nk =	 E g P(Q d+1) E [k, +1)}	 (h. > O).
Como la longitud hiperbólica de 5-i! k es igual a 2 para todo k y G es discreto, se
tiene que
#{g E : g(q0 ) E 9k} < No = No(L) < oc







pied+1.0.70)e	 < NoY:e' k = C ,
k=()
y se obtiene el resultado.	 Ii
Capítulo 5
Excursiones geodésicas en variedades
hiperbólicas geométricamente finitas
5.1. Introducción.
En este capítulo completamos el estudio del capítulo anterior, a cuya intro-
ducción referimos.
Sea. M una variedad hiperbólica (d + 1)-dimensional geométricamente finita y
no compacta.
Entonces M
	 llild+ VG donde G es un suhgrupo geométricamente finito de
11.1i51) (11E d4- 1 ) y MG = H(A(G))/G = 'o U U71-1 Y donde H(.5(C)) el la envolvente
convexa del conjunto límite de G, .V0 es compacta y las 1 -i 's son cáspides. En el
caso de superficies (d = 1) se tiene que M .Vo U U;1 1 /.-( U U:. Z, donde los Z,
son foniles. (Ver capítulo 1, secciones 1.1, 1.2).
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De nuevo nos interesa estudiar las geodésicas que entran infinitas veces a una
cúspide o se acercan infinitas veces a una geodésica simple cerrada dirigida G a tina
cierta velocidad.
Es decir, queremos obtener resultados similares a los obtenidos en los capítulos
3 y 4 pero ahora en este nuevo contexto. La dificultad aumenta considerablemente
debido a que ahora no necesariamente todas las cúspides son maximales (cosa que
ocurría para M de volumen finito). Además en el caso general la medida de Pat-
terson asociada a G tiene un comportamiento mucho más complicado. Por esto no
obtenemos resultados tan precisos como en los capítulos anteriores.
Denotaremos por á el expone:ate de convergencia de G y por I I la medida en
S(p) inducida por la medida de Patterson.
Sean p, q puntos de M y sea Y = {i P} un conjunto de cúspides de M. De-
notamos por k(e) el rango de la cúspide 1"( y por K el mayor de los rangos de las
cúspides de M.
Obtenemos el siguiente resultado sobre el conjunto de geodésicas que entran
infinitas veces en cada una de las cúspides <le y.
Teorema 10. Dado O < a < 1, sea L(y,a) el conjunto de direcciones y E S(p)
tales que para todo Y, E y
dist(-yp,,,(t),q)
lim slip> a_ ,
	
1—,Do	 t
t ET ( y, ,,,:
donde T(Yt , v) = {t : yp, „(t) E Yd.
Entonces,
wl (a) DH(L(Y,cr)) 5	 — a),
	
 1 = (2
	 ( 	  1)
DI-1 1,(L(Y,01))	 á	 1 —
donde k = minIk(f) :	 E y). y
S(1—a)—(b— k)a ,	 si k < ,
tvi(n)
min{28 K b(1 —	 — (K — A)a) , 	 ,q7 k > b.
También obtenemos el siguiente resultado de tipo Khintchine.
Teorema 11. Para casi toda dirección y E S(p) con respecto a
lim
sup,.(t),q)	 1
log t — K
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De manera similar, si V = {G,(t)} es una colección finita de geodésicas cerradas
dirigidas en .A4 y si 12(g,) 	 (Gs(t),g;(0) se tiene,
Teorema 12. Dado O < n < 1, 3 ea L(V,cr) el conjunto de direcciones E 5(p)
tales que, para todo G1 E V,
log
dm.k,.t)(eyp,,(t).71p,,(t)).Mg))




min {21, — K	 (1' } < DH(L(1),(1)) 5 b --
1 + n	 1+n
y
1 — OD111,(L(V.c1)), 	  
Teorema 13. Sea G(t) una geodé.sica cerrada dirigida en Al. Para casi toda




Enunciamos ahora los correspondientes resultados para G un subgrupo geomé-
tricamente finito de Mi-ib (IP"' ). La medida p es ahora la medida de Patterson.
Sea P = {p) una colección finita de puntos fijos paralsóliccm. Denotemos por
1(p) el rango de la cúspide en p y por K el máximo de los rangos de las cúspides
de G.
Teorema 10'. Dados r > 1 y una bola G en Rd con centro en. el conjunto límite
.1(G). sca L' (B ,P,r) el conjunto de puntos 5, E L"-; n .1(G) tales que, para todo p E P.
,se verifica
1K - 90)111 <e(1) R gr
 (p)	 Y	 R p) 5 1.
para infinitos g E G. Aquí I? g(p) denota el rodio dt la h.orobola. ~ciado. a la cúspide
en p con punto ba.se g(p).
EntonCe,q,
wi(r) < DH(L I IE,P.n))< —
y
1





donde k= minIk(p) : p E 11, y
— (.5 — k)	
—T},
/ 11 1( 7 ) =
min {2(5. K	 (K —
si	 < á ,
si k > 6 .
Sea E = {q} una colección finita de puntos fijos hiperbólicos no conjugados.
Teorema 12'. Dados r > 1 y una bola I3 en Rd con centro en. A(G), sea 1, 1 (8, E, r)
el conjunto de puntos 5 E 8 n A(G) tales que, para todo 71 E E, se verifica
— 07)11 < c(5) R;(„),	 Roo > 1.
para infinitos g E G. Aquí Roo = ilg(17 1 )— g(n)11/2, con	 el punto fijo hiperbólico
conjugado a g.
Entonces.
mina 2(5 —	 < DH(L 1 (8, E, r)) —
y
1
DI-10 (r(8, , ) ) =-
Sea F : [1, +cc)	 R una función continua, positiva y decreciente tal que
limr,F(r) = 0. Supongamos además que existen p E (0.1) y n i E N tal que
para todo n > n i , si 1fr i ,1/r 2 E [pn+1 ,pn ), entonces F(.1. 1 )	 F(x2).
Teorema 11'. Sea p un punto fijo parabólico. Para casi todo 5 E A(G) con re.gpecin
a fi, existen infinitos g E G que verifican R g( p) > 1. y
IIS – g (P)II 5	 F R i	 )Rg(p)
g(P)
donde R g(p) es el radio de la horobola con punto base g(p) asociada a la cúspide en
p, si y sólo si
r (F(x)) ,
JI	 X
Teorema 13'. Sean 71 y n' dos puntos fijos hiperbólicos conjugados. Para casi todo
E A(G) con respecto a 	 existen infinitos g E G que verifican R g(p) > 1 y
ll— g (n)II < c(1) F( 	 1 ) R	 ).\R () 1 "
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donde Roo= lig(t/ i ) — g(q)11/2, si y solo si
(F(rW dx = Do .
En particular, al considerar los grupos de Hecke r(A) (ver capítulo 1. sección
1.7) se obtienen, a partir de los teoremas 10' y 11', los siguientes resultados:
Corolario 4. Para cada r > 1, sea A(r) el conjunto de puntos iíniites E A(F(A))


















donde t5 = mr(A)).
Corolario 5. Para casi todo e E A(F())) con respecto a p, existen infinitas A-
fraccione.q finitas n1/3 con m.c.d.(n. 3) = 1 que verifican
o 
< F ( .1 2 ) 7	 para algún C > 0.
si y solo si
(F(.ruscr(M)
	  (1.r = Do.
Recordemos que la función .s 	 6(1- (•)) es continua. Lipschitz. estrictamente
decreciente en [2, ,Do) y satisface b(F(2)) = 1 y lim (5(r(\)) = 1/2 (Ver v.g. [PS]).
5.2. Demostración de los teoremas.
Los resultados sobre geodésicas (teoremas 10. 11. 12 y 13) se reducen a los
teoremas sobre aproximación en R d por órbitas de G, de forma similar a lo hecho
en los capítulos anteriores. Por ello nos limitaremos a demostrur estos últimos.
Sea p ttn punto fijo parabólico y { H (o I? i )} el conjunto de ::-iorrl)olas asociadas
a la cúspide en p. Definimos
= {B(o,,17,)}.
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Por otra parte, dados (77 , n' ) un par de puntos fijos hiperbólicos conjugados
denotamos por G la proyección en M de la geodésica en lEll d+1 con punto inicial r(
y punto final 71.
Sea {eí} el conjunto de levantamientos en 111 1141 de g y denotemos por (ni , ri;)
los puntos inicial y final de
Definimos Ri = 1177i 
–11:11/ 2 , Y
We , , =	 CR; < 1}
Como en los capítulos anteriores, la idea de la demostración es ver que (Wp,p)
y (W9, ,, p) (para algún c > O) son sistemas bien distribuidos y utilizar los teoremas
2 y 3 de aproximación.
Recordemos el teorema ST que nos da estimaciones sobre la medida de Patter-
son. (Ver capítulo 1, sección 1.G).
Teorema ST ([S3],721). Sea ,1 E A(G). Entonces
p(r(1,r)).-- r")(1)((e,r))
donde c1)..r. ))	 (R1r) k's si el punto (,r) E lild." pertenece a una horobola de
radio I? asociada a una cúspide de rango k. En caso contrario 4((t;. r))	 1.
Una de las dificultades que se presentan es demostrar la propiedad de equidis-
trihución para los sistemas (Wp ,p) y (Wc .r . p).
Se obtienen los siguientes resultados para toda bola 13 en Rd con centro en
A(G).
Lema 12 ([MVI). Existe p i E (0,1/2) tal que el conjunto T„(8,p) de horobolas aso-
ciadas a la cúspide p con puntos base en L3 y radio R E Ip7 4-1 .p7) .qati.Rface, para
todo n > no(8,p,G),
#1"„(8.p)-- (--17 ) p(8).
P1
Lema 13. Existe p2 E (0.1) tal que el conjunto Tr, ( 8, G) de levantamientos de G
n	 n
con punto final en 8 y radio R E [p2 +1 , p2 ) .qati.qface, para todo n > no(B,g,G),
1 y
#T„(8,Q,G) ••••• (— 11(8).
P2n
Cuando considerábamos grupos G de volumen finito y grupos G convexos co-
compactos obteníamos resultados similares a estos dos lemas. Para su demostra-
ción utilizábamos resultados locales sobre distribución de órbitas. En el caso gen-
eral en que G es geométricamente finito tembién existe un resultado global sobre
distribución de órbitas debido a Patterson. Pero no es posible obtener el resultado
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local utilizando argumentos similares a los usados en los casos & volumen finito y
convexo-cocompacto. Esto se debe a que la medida de Patterson tiene una expresión
mucho más complicada.
Sin embargo, de la demostración del lema 4 es claro que el lema 12 implica el
siguiente resultado orbital local que es una generalización del teorema de Nicholls
para volumen finito (página 60).
Corolario 6. Sea G un suligrupo geométricamente finito de M31,(111".1 ). Existe
ro > O, que depende de	 tal que
N(r, 77 , w) ti e rb w5,	 para todo r > ro .
Usando que las horoholas son disjuntas y el lema 12, se obtiene la propiedad de
equidistribución para (Wp , p). Similarmente, usando que g tiene un entorno cuyos
levantamientos son disjuntos y el lema 13, se obtiene que existe O < e0 < 1 tal que
(VVQ, ,,,r) verifica la propiedad de equidistribución para todo O <: e < e0.
Una vez que se ha demostrado la propiedad de equidistribución es fácil concluir,
usando el teorema ST, lo siguiente:
(i) (Wp , p) es un sistema bien distribuido con parámetro (2(S – 	 – p i ) donde
k es el rango de la cúspide en p.
(ii) Para cada O < e < co, (Wc , ,,p) es un sistema bien distribuido con parámetro
(b, O, p2).
Los teoremas 11' y 13' se sigilen. como en los capítulos anteriores, del teorema
3 y del hecho de que la acción de G es ergódica sobre A( G ).
Finalmente. para concluir los teoremas 10' y 12' es necesario verificar las condi-
ciones del teorema 2.
Por el teorema ST es claro que para o' 	 – 3' y 3'	 max.{0, E – ti} se
verifican las condiciones del teorema 2 para el sistema ( Wp,p).
Por otra parte, el siguiente lema nos garantiza que para o'(7-) = ó – /3 1 ( 7) y
3 1 (-r) = max{0, r(K – (5)} se verifican las condiciones del teorema 2 para el sistema
(WG,,,p), con O < e <	 {e0 el3}.
Lema 14. Existe co > O tal que. si B(a, r) C 13 7, - = B(o,,(eR,)r) con o E A(G) y
B = B(a cR i ) E 1V, con O < e < ufo . entonces
p(13(a. r)) < C rrY(7)17;1'(r).
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DEMOSTRACIÓN. Por el teorema ST si si el rango máximo, h, de los rangos de las
cúspides satisface K < (5, á (1,r) no pertenece a ninguna de las horobolas de las
cúspides, se tiene que
11( B(1, r)) < c r ó .
En caso contrario, si (1,r) pertenece a una horohola H(a,R) correspondiente a
alguna cúspide, entonces
Sea s > O tal que, para todo levantamientoC^; 2 de g con i	 i 2 , se verifique
c ( g,„ 8 ) n c ( e i„s ) 0
donde C(0, s) = {x E lild+1 : pHd+t (a" , 0) < s}.
Denotemos por Oi el levantamiento de g asociado a B,	 B(a i ,cR i ). Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que O i tiene punto final (O, , O) y punto
inicial (Mi , 0,...,0). Es suficiente comprobar que existe c io > O tal que, para. todo
x E W', se verifica:
Si H (x, R) n C(0„ ) = 0 y Ir' < cl R' , entonces I? < C Ir
Definimos
99(x) = 	(2R,,O,...,0)—
Es claro que tt.,(0,... , O) = (O 	 O)	 O) = oc.
Lp(c(0i, ․ ))	 {.r e 5114+' : 1((0	 O  1),x)I
para algún O < n < 7r/2.
Además, si x' E Rd y H(x', ) n (p(C(0i, ․ )) = 0. es fácil comprobar que
(2.1)	 R' 	 [ (1 + m 2 ) 1 /2 _ 11,
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con m = fg(— — n).
Por otra parte, como 1,,,, l (x)1 e-- 1/ Ri para	 <	 se obtiene que existe c io > O
tal que si	 < c ia lr , entonces .p(H(x,R)) = H(1, Ri ) verifica
(i) 171	 Ri
(ii) < C	 .Ri
Por tanto de (2.1) se obtiene que R <	 .
R(1)((e,r))< c ( 7)	 .
Para concluir la demostración veremos que si E Br , entonces R < cir
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5.2.1. Demostración de los lemas 12 y 13.
Los siguientes tres lemas son utilizados en la demostración del lema 12. Para
grupos Fuchsianos (d=1) son debidos a Patterson [Pl, p. 545-547], las ideas para
extenderlos a grupos geométricamente finitos son esencialmente las mismas.
Denotemos por	 {Y/}7_1 el conjunto de todas las cúspides de M.
Lema 15. Sea H(a,R) una horobola asociada a la cúspide Irt y .sea w E aH(a,R).
Entonces existe g E G tal que g(w) E OH(a, R) y
1 1?	 lig(w) — all 5 R
con > O una constante que depende de Y.
DEMOSTRACIÓN. Si es una cúspide de rango máximo es clara que existe y en el
estabilizador de a verificando la conclusión del lema 15. Estudiemos el caso en que
la cúspide 1, no es maximal.
Como G es geométricamente finito )4G = H(A(G))/G 31:0 U UP 1 11, donde
H(.1(G)) es la envolvente convexa del conjunto límite de G, X es compacto y los
1 .-1, son cúspides (ver capítulo 1, secciones 1.1, 1.2).
Definimos D := diamet ro ( X0 ).
Sea q = (q i , • • • , qd + i ) un plinto en OH (a R) tal que T1+ 1	 n e-9. Entonces,
es claro que, para todo .r en la bola hiperlxílica Bh ( q, D), se tiene
'17 <	
—	 5 19,
con e' > O. Dado que tr, E MG existe y E G tal que g(w) E B h (q. D) y se obtiene
el resultado deseado.	 n
Lema 16. Para toda horobola H (a f, • Re) asociada a la cúspide Yv, existe una
horobola 11(a f ,R t ) asociada a. la cúspide 1 -1 . tal que
ilor — ad] < cRy	 y	 e l R, < Rf < c2R
con constantes que dependen sólo de. G.
DEMOSTII ACIÓN. Sea d(('.r) la distancia entre y Vi,. Entonces existe una
horobola H(a l ,R,( )a.sociada a Yi tal que 11(ap,Re) y H(a l .cR I ) con e exp (I((, C)
son tangentes. Además, por el lema anterior existe q E G tal que
(2.1.1)	 < lig( w) — apli < Rt,
donde u' es el punto de tangencia y e' > O es una constante dependiendo de
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que H(a1 ,1?,) verifica (2.1.1) con
g igual a la identidad. Entonces, usando que las horobolas H(at , R f ) y H (a l , , Rty)
son disjuntas y (2.1.1), se obtiene que
Cr	 < Crit < Rtf ,
con c = expd(e,e) y c' > O una constante que depende de Ye,.
Además,
— a tII < II ac -- wil	 — attI < 2Rt ?-Re < 4Re
Como el número de cúspides es finito Uf ti R 1 , con constantes absolutas y se
concluye la demostración. 	 n
Lema 17. Sea Ye una ciapide de M. Existe un número p E ( O, ) y una constante
positiva c tales que, para todo n > 	 .4e verifica lo siguiente:
Si H(a, R), con 1? < p", es Lna horobola a asociada alguna de las cúspides,
entonces existe una horobola 11(a s ,R') asociada a la cúspide Y tal que
(2.1.2)	 l?' > pn	- 	 5 
DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad. podernos suponer que Ye es la cúspide
en infinito y que {(x , s) E Rd x R : s > 1) es una horobola asociada a Y,.
Tomamos po E (0,4) tal que la envolvente convexa del conjunto límite H(A(G))
verifique
H(A(G)) C (U H(ai,1?,))U (U g(H,)),
gEG
donde H,:,= {(x, ․ ) E Rd x : s > po} y {H(a i .Ri )} es el conjunto de horobolas
asociadas a todas las cúspides. Recordemos que por ser G geométricamente finito
MG = H(A(G))/G = 0 u Ut=1 con lo compacto y por esto el número po
existe.
Fijamos p <	 po }, donde e l es la constante que aparece en el lema
anterior.
Sea n > 2 y H(a, R) una horobola con I? < p". queremos ver que existe
H(a', R1 ) asociada a Y, verificando (2.1.2).
Sea. w = (a, 2p" -I ). Es claro que w E H(A(G)) y además, como 2/? < 2p"' <
p, se tiene que u' H(a, I?) y 21 , Por lo tanto debe darse una de las
siguientes dos condiciones:
(i) ice E H(a i ,Ri ) con H(a,, R,)	 g(H,,), para todo g E G.
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(ii) w E g(H,,), para algún q E G.
Para toda horobola H(a. 1?) en H d-1-1 con punto base a E IV y todo punto
(x, s) E Rd x R+ es claro que
(2.1.3)	 (zis) E H(a, R)	 si y sólo si	 II — a li 5 ∎ 2R — s )8 •
Caso (i): w E H(a,,R,) g(11,„), para todo g E G.
	Por (2.1.3) se tiene que ¡la -	 <	 \/R p n . Además, 2p" -1 < 2R i . Si
-	 r
H(a,, R,) está asociada a la cúspide en infinito, entonces 11(d , R') H(a,,Ri ). En
caso contrario, por el lema 13. existe una horobola H( a' .1?') asociada a la cúspide
en infinito tal que
¡la' -
	 < 4R,	 Y
	 c, R, <R' < c 2 R, .
Por lo tanto, R.' > c i Ri >c i 	>	 y
- a' II < ;la - a, PI-	 -	
9
0,11 <	 \/1?,p" + 4R, .
7"
C")	 tv E g ( H..), para algún g E G.
Es claro que	 = H(a,. 1?,/ p). para alguna horobola H(a,. Ri ) asociada a
la cúspide en infinito. Por lo tanto, usando (2.1.3), se obtiene que
9
Il a - aill 5 -N/R,pnp
Además, 2p n-1 <
P
DENIOSTRACIÓN DEL LEMA 12. Por el teorema ST es claro que existe t E (0,1) tal
que
(2.1.4)	 MB)	 ii((2
con constantes absolutas. Fijarnos t en el resto del argumento.
Denotemos por A p (18) el conjunto de plintos fijos parabaicos en t8. Por el
lema 17, para todo .r E A p (18), existe H(a l 	 horobola asociada a 1 -t , tal que
-	 < c N,/ p"
	
> pn
Tomamos 71 0 suficientemente grande como para que, para todo n > no y para
toda horobola H(a fj , Rc i ) asociada a la cúspide .1 -t , tengamos que eviRs-,iP" <
(1 - t)r, donde r es el radio de B.
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Entonces, para todo n > no, se tiene que
Ap (18) C U13 (a t,„ c \i/kip") C (2 – t)8.
,iEB
Rt .;:kpn
Pero Ap (18) es igual al conjunto de puntos límites en t8, que denotaremos por
A (18), y obtenemos
A (tr3) C U 7,9(cto, .1.171,,p") C (2 – t)8 .
a4,•EB
R ejkpn
Por lo tanto, usando (2.1.4). se tiene que
(2.1.5)	 11(	 U 7-3 ( at,i, c N/Rt,if)") ) M) --
a t. ; E8
Rti > p'
Como las horoholas son disjuntas, para cualquier par H(ao, Ro) y H(aor, , Re ,i , )
se verifica que
	
at,HI > 2 Ro l 12 Ri
y, por consiguiente, si Ro,Rf,i , > p". entonces
W(af,i, n/1?(,ip") n	 = 0 .




Además, por el teorema ST,
G)	 Rf 4	 L(11--b(G)
p(T1(oo.
	 R t,:P"))^' (\/Rf3Pn)
	 N./	 p"
1? k(1)12 prol(5(G)—k(1)12)
donde •((') es el rango de la cúspide Ye. Utilizando esta estimación en (2.1.6) se
obtiene que
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Por lo tanto,
nuk-{()/2)—mG)) ii(8) 5	 E Rt,, k(1)/2 <	 n((k(l)12)-5(G)) 11(8)
elP 	 e2p
con c i ,c2 > 0.





 B) < E











< # H (o
	 R	 : (o,, E	 E [p 11+1 p n )}
e,	 1
	  (B) •
— P I/2 P I] (G) P
Tornando p suficientemente pequeño para que > O se completa la demostración.
n
DENIOSTBACIÓN DEL LEMA 13. Este resultado se sigue del lema 12 y el siguiente
lema cuya demostración es similar a la del lema 16 y no incluiremos.
Lema 18. Para todo levantamiento 0: de la geodésica cerrada G. existe una. horobola
H(o i ,Rd asociada a la cúspide Y f , tal que
	
I^ rl— (1(11 <eR,	 el	 < R < c2R( .







En este capítulo discutimos primero el caso de superficies de Riemann; las
modificaciones para el caso de variedades hiperbólicas se discuten en la sección 6.5.
Sea R. una superficie de Riemann y p un punto en R.. Decimos que la geodésica
--yp,,,(t.) con punto inicial p está acotada si, para todo tiempo t > O, permanece a
una distancia acotada del punto p. Nos interesa estudiar el conjunto 8(R, p) de
direcciones y E S(p) tales que la geodésica -yp, ,,(t) está acotada. En este contexto
obtenemos el siguiente resultado. Escribimos 11/ LX/G. donde G es un grupo
Fuchsiano sin elementos elípticos.
Teorema 14. Para toda superficie de Riemann T. distinta dr.1 disco punteado. y
para todo p E R, la dimensión de Hausdorff de B(R,p) es b(G). Si R. es el disco
punteado MR.,p) es vacío.
OBSERVACIÓN.	 Sin cambios esenciales se obtiene el mismo resultado cuando
permitirnos que G tenga transformaciones elípticas.
El caso de superficies de Riemann excepcionales con sus geometrías canónicas
es muy simple. É y el toro son superficies compactas. En el plano ninguna geodésica
está acotada, mientras que en el cilindro, C (0}, sólainente dos geodésicas desde
cada punto lo están.
El origen de esta clase de resultados es un teorema clásico de Jarnik [J] (ver
capítulo 1, sección 1.4).
Para superficies de área finita el exponente de convergencia es uno y era ya
conocido que el conjunto de direcciones E S(p) tales que la geodésica está
acotada tenía dimensión de Hausdorff uno. Este resultado es una consecuencia de
la extensión de S.J. Patterson [P1] al teorema de Jarnik. Posteriormente, S.G.
Dani utilizando la noción de conjuntos ganadores de una versión métrica debida
a W. Schmidt [Sch1] de un juego de Banach-Mazur (ver capítulo 1, sección 1.4)
extendió el resultado y probó en 1131] que para cualquier variedad Riemanniana M
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completa de curvatura seccional constante negativa y con volumen finito el conjunto
de direcciones y E S(p) tales que -yp, ,, está acotada tiene dimensión de Hausdorff
plena. Algunos casos particulares cle este resultado fueron también considerados por
A. Manning en [M). Recientemente, C.S. Aravinda en [Arl utilizando de nuevo la
noción de conjuntos ganadores ha obtenido una versión más fuerte del resultado de
S.G. Dani para variedades Riemannianas completas de curvatura seccional constante
negativa y con volumen finito.
El teorema 14 es válido para superficies de Riemann arbitrarias sin ninguna
hipótesis de finitud y, por tanto, completa este tipo de resultados en el caso dos
dimensional.
En dimensión superior con M	 Ilil d+1 /G y G = UG„ donde {G ra es una
sucesión creciente de subgrupos geométricamente finitos de I\ (11 d+1 ) una de-
mostración similar a la del teorema 14 da el mismo resultado cuando .M no tiene
cúspides o M tiene alguna cúspide maximal. En particular, esto incluye el teo-
rema de S.G. Dani, puesto que si M tiene volumen finito todas las cúspides son
maximales.
Para variedades hiperbólicas de dimensión tres obtenemos también el siguiente
resultado general sin ninguna hipótesis sobre el rango de las cúspides.
Teorema 15. Para toda variedad hiperbólica geométricamente finita de dimensión
tres, M 1G, excepto los cocientes de grupos parabólicos, y lodo p E M, la
dimensión de Hausdorff de B(M,p) es b(G).
Este resultado es también válido para M 111 3 /G con G una unión creciente
de grupos Kleinianos geometricamente finitos.
El estudio de las geodésicas acotadas (y en general de órbitas acotadas de flujos)
es de interés muy actual. Tras la compleción de la prueba de los teoremas 14 y 15
(y su distribución en forma de prepublicación), B. Stratman de la Universidad de
Góttingen nos comunicó que él tambien acababa de obtener resultados similares para
subgrupos geométricamente finitos de 1551)(11-11d+1 ). Nuestro resultado es más fuerte
en dimensión dos puesto que es válido para superficies de Riemann arbitrarias sin
ninguna hipótesis de finitud. Por otra parte, en [Sti se estudia el caso de variedades
hiperbólicas M ti111(1+1 1G de tipo finito con cúspides v ninguna de ellas de rango
maximal para todo d > 2. En nuestro trabajo sólo nos planteamos este problema
para d = 2. Las demostraciones son diferentes.
Muy recientemente, C. Bishop y P. iones han demostrado en [13.11 que si G es
un subgrupo discreto de M81)(B 3 ) no elemental entonces la dimensión de Hausdorff
del conjunto límite cónico de G es igual al exponente de convergencia de G. En
particular de su prueba también se obtiene que si M 1135 3 /G con G finitamente
generado entonces D H (13(M, p)) = (G).
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C. Bishop y P. Jones también demuestran que para todo subgrupo de MCI (33)
finitamente generado que es geométricamente infinito, la dimensión de Hausdorff del
conjunto límite es 2. Por tanto, si .M /G, y la dimensión de Hausdorff del con-
junto límite A( G) es menor que dos, entonces cualquier subgrupo finitamente gen-
erado de G es geométricamente finito y, en consecuencia, G es una unión creciente
de grupos Kleinianos geométricamente finitos. Se obtiene el siguiente resultado.
Teorema 16. Para toda variedad hiperbólica de dimensión tre3 M 1E11 3 /G con
DH(A(G)) < 2, excepto los cocientes de grupos parabólicos, 2 r todo p E M la
dimensión de Hawdorff de 8(M,p) e$ l(G).
En la sección 6.1 se establece una relación entre el conjunto de las geodésicas
acotadas y el conjunto límite cónico. En la sección 6.2 se demuestra cómo se reduce
la prueba del teorema 14 al caso de superficies de Riemann de tipo finito, es decir,
con grupo fundamental finitamente generado. Este caso es posteriormente dividido
es dos subcasos. Si no hay cúspides la prueba es bastante fácil y se describe en
la sección 6.3. En el caso más interesante de superficies de Riemann con cúspides
obtenemos una versión más precisa del teorema 14 (teorema 17) así como un re-
sultado tipo Jarnik para grupos geométricamente finitos con elementos parabólicos
(teorema 14"). Este es el contenido de la sección 6.4. La sección 6.6 contiene algu-
nas aplicaciones de los teoremas 14 y 14". La versión tres dimensional, teorema 15,
se explica en la sección 6.5.
6.1. Conexión con el conjunto límite cónico.
Sea 1 =	 , donde G es un grupo Fuchsiano actuando en el disco unidad
del plano complejo, sin elementos elípticos. Definimos un subconjunto Ab(G)
del conjunto límite cónico de la siguiente manera: decimos que ( 9 E a¿I pertenece
a A b ( G) si existen p = Me i° < 1, d d(e") > 0 y una sucesión {g„} de elementos
de G tales que
(i) i	 -	 (0)1 < c ( 1	 L g n (0)1)
1
" < (1 – lg(0)1) < d p" .
d
Obsérvese que la primera condición define los puntos límites cónicos. Por otra parte,
es claro que si usamos otro punto .-_- E LS en lugar del O se obtiene el mismo conjunto.
Geométricamente, las condiciones (i) y (ii ) simplemente significan que





o, equivalentemente, que la geodésica en A desde O (ó z E A) con punto final eie
permanece en todo tiempo a una distancia acotada de la órbita del 0 OS z). Aquí
dist denota la distancia hiperbólica en A.
Sea -y, una geodésica en R. = ZVG, y 5,, un levantamiento en á de -r„. Es fácil
ver que si -y„ es acotada, entonces el punto final de y,, tiene que ser un punto en
A b (f), y recíprocamente. Por lo tanto usando el resultado conocido (ver capítulo 1,
sección 1.5) que nos dice que la dimensión de Hausdorff del conjunto límite cónico
A c (G) de un grupo Fuchsiano G, coincide con su exponente de convergencia, 6(G),
se tiene
DH(8(R,p)) = HD(A b (G)) < HD(15.,(G)) = á(G) .
6.2. Reducción a superficies de tipo finito.
Sea /Z una superficie de Riemann con R. 1H1 2 /G, donde G es un grupo Fuch-
siano sin elementos elípticos. Corno hemos visto en la sección anterior se tiene
que
DH(B(R,p)) 6(G).
Veremos ahora que si el teorema 14 se supone cierto para superficies de Riemann
de tipo finito, entonces la desigualdad opuesta se verifica para R.
Sea G, una sucesión creciente de grupos geométricamente finitos cuya unión es
G. En dimensión dos los conceptos de grupos geométricamente finitos y finitamente
generados coinciden y por esto es claro que tal sucesión existe. Por un teorema de
[Sl], se tiene que
6(G) = lim (5(G,„ ) .
Por otra parte, es claro que, para todo n,
Ab G n ) C Ab(G),
y además como G r, es un grupo geométricamente finito estarnos suponiendo que
DII(A b (G„)) = ti(G „). Por lo tanto se concluye que DH( A b ( G)) > 6(G).
6.3. Superficies de Riemann de tipo finito sin cúspides.
Si 1Z es una superficie de Riemann de tipo finito sin cúspides se tiene que
n
IIV/G ..Vo U U Z., ,
,-1
donde X0 es compacto y los son foniles (ver capítulo 1, sección 1.1). Para.
este tipo de superficies el conjunto S(R., p) corresponde al conjunto de geodésicas
que permanecen dentro de una región acotada fija en TZ la cual no depende de la
geodésica y contiene al punto p.
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Denotemos por C(R) el núcleo convexo ("convex core") de R., Le.,
C (R.) = \	 Z
s=1.
Corno el núcleo convexo C(R) es compacto, una geodésica -y,, que permanece en
C(R) en todos los tiempos es acotada. Pero -Ti , permanece en Ci,R) si y sólo si un
le- vantamiento ;y",, de 7v en 111 2 permanece en C(A(G)), la envolvente convexa en
1E11 2 del conjunto límite. Por lo tanto, DH(13(7Z,p)) > f(A(G)). Además como
C; es geométricamente finito y no tiene elementos parabólicos A( G) = A r (G). Por
consiguiente, DII(B(p))> b(G).
Obsérvese que para superficies de Riemann de tipo finito sir. cúspides, los tres
conjuntos límites que hemos considerado coinciden, A( G) Ar( G) Ab(G). Sin
embargo, si la superficie tiene alguna cúspide no es difícil ver que los tres son
diferentes.
6.4. Superficies de Riernanu de tipo finito con cúspides.
En este caso la superficie T se puede descomponer en la siguiente unión disjunta
TIZ
R^ 1H1 2 /G 0U U Ye U U Z„
t=1
donde X0 es compacta, los l f son cúspides y los Z, foniles.
Una dirección y e S(p) pertenece a B(n,p) si la geodésica permanece dentro
de una región acotada en R.. Ahora la región contiene de nuevo al punto p pero la
diferencia está en que depende de la geodésica. Obtenemos una versión más precisa
del teorema 14 que describimos a continuación.
Para toda cúspide 1"( y todo h > O. denotemos por Y(h) la región de Y(
isométrica a S I x [log 27r + +x). Esta región corresponde al conjunto de puntos
de Ye que están al menos a distancia h (lo la frontera. Llamaremos a la distancia.
a la frontera dentro de una cúspide la altura en la cúspide. Consideremos ahora el




en todos los tiempos.
106 M.V. MELIÁN
Figura 11
Se obtiene la siguiente estimación de la dimensión de Hausdorff del conjunto
B(p, h)•
Teorema 17. Sea R,	 IG de tipo finito y con al menos una. cúspide. Entonces,
existe c c(G) > O tal que. para todo h > O.
D I9- ( 8 (1), 11 ))  6 ( G ) — 7; •
Sea {H(a i ,R,)} el conjunto de todos los horodiscos correspondientes a todas
las cúspides de G. Para todo t > O denotamos por A(t) el conjunto de puntos
E A(G) tales que, para todo i.
—	 > tRi
El conjunto U f > 0 A(t) es el conjunto de los puntos mal aproximables por puntos fijos
parabólicos y el teorema 16 se sigue de la siguiente estimación del tamaño de cada
A(t).
Theorem 14'. Sea TZ	 IH1 2 /G una superficie de Riem.o.nn de tipo finito con al
menos una cúspide. Entonces para <
!llaga—t( A ( t )) > O,
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donde. E =	 log ti, y c es una constante positiva. En particular,
DH(A(t)) > b(G) — .
OBSERVACIÓN: Como vimos en la sección 6.1 es también claro que DH(A(t)) <
b(G).
El teorema 17 se obtiene a partir del teorema 14' y la siguiente observación
geométrica: podemos identificar de una manera suave el conjunto A(c t) como un
subconjunto de 13(p, c log(l/t)). Veamos ahora cómo se hace dicha identificación.
Sea y, una geodésica en 1 y 7y„ un levantamiento de -}„ en IH12 . Sea x E IR
el punto final de 5,, y sea H(a, R) un horodisco asociado a laguna cúspide
Denotemos por t i el tiempo de entrada de ,, en H(a, R) y por t 2 el tiempo de
salida. Entonces, si lx — al = r < R, la altura máxima alcanzada por y„ en la
cúspide Yi entre los tiempos t 1 y t 2 , es comparable a log(R/r). (Esta observación
ha sido ya utilizada en el capítulo 3, sección 1). Pero si .r E A(ct) entonces la
altura máxima alcanzada en todas las cúspides es finita, y como, además .r E A( G),
entonces la geodésica y, permanece en CCP
	
Yi(h), para algún h.
En la demostración del teorema anterior sólo se usa que .(.1; es un subgrupo
geométricamente finito de M¿Sb (H 2 ) con elementos parabólicos y por tanto, en ge-
neral, se tiene el siguiente resultado de aproximación tipo Jarnik para estos grupos.
Teorema 14". Sea {H (a i , R e )} el conjunto de todos los horodiscos correspondientes
a todas las cúspides de G. Entonces la dimensión de Hausdorff del conjunto de






La clave de la demostración del teorema 17 es la construcción de unos ciertos
conjuntos tipo Cantor contenidos en U,> 0 .4(t). La descripción de estos conjuntos
es el contenido del siguiente lema.
Lema 19. Existen O < p < 1/2. e > O. y n i E N tales que. para todo ci >	 y
t = p". existe un conjunto tipo Cantor C, con las siguientcs propiedades:
(i) Ci = n u
	
donde In =	 1(a, ro)} con r0 > t	 en general. para
k=0 ik Ezk
k > 1, cada Ik es una colección finita de intervalos disjunt9s en R con radios
comparables a rk = tr k _ i •
(ii) Si I(a, r) E	 entonces el centro a es el punto base de algún. horodisco H(a, I?)
correspondiente a una cúspide fija e y el radio r es igual ..,1? con .s una constante
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positiva. Además, r ti tr'. donde r' es el radio de un intervalo de la familia
TJ- 1
(iii) Existe una constante c', O	 c' < 1, tal que cada intervalo cn Ti está contenido
en algún intervalo de c'
(iv) Para todo j, todo intervalo de	 contiene el mismo número de intervalos de
Z;+ 1 . Este número es comparable a 111")
Finalmente,
(y ) A(ct) D C.
(vi) Alts(G)_,(C1)> 0, si E = eil log ti .
También necesitamos algunas propiedades de la medida de Patterson (ver
capítulo 1, sección 1.6).
Teorema ST ([S3], [T2]). Sea e E A(G), entonces
11(1-(,r)), r1(G) 4,M, r))
donde (1)((E, r)) ti (R1r) l- si el punto (,r) E 1111 2 pertenece a un horodisco de radio
I? correspondiente a una cúspide. En caso contrario (1)( 	 r ) ) ti 1.
OBSERVACIÓN. Existe un resultado análogo en dimensión superior. Específica-
mente, si el punto (e, r) E 111 4+1 pertenece a una horobola H(a. I?) asociada a una
cúspide E de rango k, entonces <13(	 r)) ti (R/r)k-b . En caso contrario, (1)(	 r))
1
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 17. El teorema 17 se obtiene directamente de las
propiedades (v) y (vi) del conjunto tipo Cantor descrito en el lema 10. Probaremos
ahora como se obtienen estas dos propiedades y postpondremos la construcción del
Cantor al final de esta sección. 	 n
PRUEBA DE LA PARTE ( y ) DEL LEMA 19. Obsérvese que liemos fijado una cúspide
E, y a primera vista parece que sólo se tiene información sobre la altura alcanzada
dentro de la cúspide especificada.
Para probar que Ct C A(ct), sea E Cr : entonces para cada j = 0,1,9 	
existe un horodisco H(a i ,Ri ), asociado a E, tal que K - oj < cori con ri ti I?) y
ca una constante positiva.
Un argumento geométrico elemental muestra que para dos horodiscos disjuntos
H(a,R) y H(1), S) se tiene
(3.1)	 la - bl > 2R1/2 5 1/2 .
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Ahora, sea H(a, R) un horodisco correspondiente a alguna cúspide, no necesa- ri-
amente aquella que hemos fijado en la construcción de C. Debemos demostrar
que
(3.2)	 — al > etl?
Usando (3.1) se obtiene
(3.3)	 — al > la — a i l — —	 > 2 R 1/2 R.V2 —cori.
Como r i ti Ri para todo j, existen constantes absolutas c 1 ,c2 > O. tales que
< Ri < e2 rj . Si R > cZroie i , entonces por (3.3) para j	 O, se tiene que
— al > coro > cot. Como 1? < 1 se obtiene (3.2) con c = co.
Por otra parte, si R < eZro/c 1 , como la sucesión {r j } tiende a cero, existe
j > 1 tal que co 2 rj < c 1 1? < eo 2 r1 _ i . Entonces, usando que c i rj < R3 () y
que I? > eZri /c i en (3.3), obtenemos I — al > cor i . Finalmente, ri = trj _ i >
	
leDtR, lo cual da la desigualdad deseada (3.2). 	 n
PRUEBA DE LA PARTE (VI) DEL LEMA 19. Si Cf C A( et) es el cenjunto tipo Cantor
del lema, debernos demostrar que
(3.4)	 Alb(G)_,(Ct) > 0.
con E = }log ti, y e una constante positiva independiente de t. Para probar (3.4),
construiremos una medida de probabilidad if t soportada en C t , con la propiedad
<pie para todo intervalo I = 1(ahri),
(3.5)	 // / (1) < C 7 . / ")-5 •
con C > O. = cl llog 'ti. y e una constante positiva independiente de t.
Es claro que entonces, para todo cubrimiento 11 ,  = I(a„, r,	 Ct, tendremos
que
1 = vf( ce) Eva...)<cE r 541((;)-`.
y, en consecuencia, Alm G) ,(Ct ) > O
Definirnos vt en los intervalos de las sucesivas generaciones {lk } de manera
inductiva. Primero, /ir(Io) = 1 y. entonces,
1
ti/ (Ik+,) = vf(Ik + 1 n C1)	 # k	 1/1(1k).	 para todo _h.+, e ik+1.
# tk
Para cualquier conjunto U C definimos
rit (C):= inf	 lif(F),
FE.T
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se tiene que 1.1 (4+1 )
 
N t")vt(Ik)•
Para verificar (3.5) supongamos primero que I = Ik E .1k . Entonces, existen
c l , r2 > 0, independientes de t, tal que V t (ik) < (C i t") ) k y 7- 1 > (e2t ) k No es difícil
comprobar que tomando t = pn suficientemente pequeño, es decir, n suficientemente
grande, se tiene para
6( G) log e2 log	 > 	 e
E log te2 	- 1 log f I
que
v1(4) < (eitb(G)) < (c2t)k(b(G)—E) < rib(G)_,
Supongamos ahora que /	 para todo Ik E 1k y todo k	 0,1.2, ... Si
/ /o y / n Cf 0. entonces como Ct C c'Io se tiene que 217 > (1 - c' )ro. Asi, si
/Mego) < ne s ro )5(M-e, también se obtiene que
vi (I) < vt (cs /0 ) < C(ci ro) 5{G)-1 < CiriMG),
Por lo tanto, podemos suponer que / C c'
Sea k = = max{j : I C para algún E 1). Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que I intersecta al menos dos intervalos de la generación
e'ik + i y en consecuencia existen e:1 . c4 > O tales que c 3 rk+i < r / < c4 r k . Como
r k+ i	 trk , obtenemos c3 tr k < r < (74 rk.
Por otra parte, se tiene que
vt (I) <	 E vt (Ik + 1 ) < eit")#{/k+i : I n IL+ 1	 0} vi(Ik).
Comparando /1-medidas es claro que
#{4+1 : 1 n .4+1	 O} ,i(Ik+t) MÍO •
Por (i), (ii) del lema 19, sabemos que cada ././ E	 j = 1.3 	  está centrado en
un punto fijo parabólico y que ri es comparable al radio del horodisco con el mismo
punto base correspondiente a la cúspide Y. Por lo tanto, la p-medida de cada I j es
comparable a la //-medida del correspondiente horodisco. Usando que r i N tri _ i y
el teorema ST,
P(Ik+1) "" rk.4_ 1 (G)	 ( trx ) 14(;)	 iMG) /1(








vt (I) < c i Cn i, f (Ik ) <	 < c r 16(G),
CONSTR UCCIÓN DE LOS CONJUNTOS DE CANTOR. PRUEBA DEI LEMA 19.
La construcción de los conjuntos de Cantor del lema 19 requiere los próximos
dos lemas cuya demostración pospondremos hasta el final de esta sección. El
primero concierne a la equidistribución de los horodiscos correspondientes a una
cúspide.
Lema 20. Existen p E (0. P. > 1. tales que para cada cúspide Y podernos
encontrar un horodisco IP = H(a' le) asociado a Y con la propiedad de que: para
todo n > no, no(G, ․ ) existe una a coleción Tn (Y) de horodiscos correspondientes
a la cúspide Y tal que
(i) Si	 R) E Tn(Y), entonces a E Ad ,sR1 ) y R e [p" 1 p rt
(ii) #TH(Y)	 ( 1 Y.pn
Obsérvese que existe e l > O tal que. para n suficientemente grande,




E	 11(I(a. R ))	 #Tn(1.- (Pn )((n
11(a,R)ET,>(Y)
Por lo tanto, el lema 20 nos dice que salvo constantes fijas el número de horodiscos
de T„(Y) es maximal.
También necesitamos el siguiente resultado en la demostración del lema 19.
Lema 21. Sean H 1 = H(a L R I ) y H2 = H(a2. R2) dos horodiscos correspondientes
a la misma cúspide Y. Entonces. dada C > 1, existen g i ,g9 E G tales que





 5 W( z )i < 3 "Izi	 para Re(:— ) > O.	 < CRi
1 R2	 R2(iii) para Re (z- —	 < 0, lz—nd< CR
3C	 19(.:.)1‹ 3 RI
•
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Con estos dos resultados podemos ya dar la prueba del lema 19.
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 19. Sean s y n.o(G, 8) como en el lema 20. Fijamos un
horodisco, 1/0 = H(ao, Ro), que corresponda a la cúspide Y.
Sea H' = H(a l , R') el horodisco correspondiente a Y dado en el lema 20; este
H' jugará el papel de una unidad de referencia en la construcción.
Empezamos por definir ho {H0 }, /0 {Io = I( ao, r0 )}, donde ro = sRo.
Para la primera generación usamos la familia n T„(1')(n > no) del lema
20. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la mitad de los intervalos de
la familia n tiene centros en [a', m). Además, por el lema 21, existe g E G tal que
(1) g(11`) = Ha
	1 Ro	 Ro
(2) —6s	 < Ig`(z)1:5 3 —R7 	 para lz —	 < (2:4)R',	 (z- — a') > 0.
Obsérvese que si .1-1(h,1?) = g(H R) para algún H(a. R) E T„ con a E [a',
entonces R (Ro/R') pn+1 . Por lo tanto R Rot con t
Ahora, para n suficientemente grande, es claro que existe una subcolección
C n tal que el conjunto 7-t i = g(11(a. R)) : H(a..n) E t„} verifica
(i) Para todo H i =	 Hi H(a Ri ) E 1 I(a	 .1(ai,sRi) = 0.
(ii) Existe O < e' < 1 tal que si H( a, R) E 7-t i , entonces 1(a sR) C 1(ao, e' sR0).
(iii) Si H(a,R) E 7-L 1 entonces R	 Ro t con f = pn+1.
1( v)	 TH15,
Finalmente, definirnos
TI = {I(a.sR) : H (a. R) E	 } .
Por construcción, es claro que los intervalos de I son disjuntos con radios compa-
rables a r 1 := rot y que T i C c'10 . Además,
# 2- 1 = # 1-11 -- tmG)
Supongamos ahora que hemos alcanzado el paso j-ésimo y hemos cons- tru-
ido 7-1 i ,- • •1-tj, • • • ,1 y definido r j . Numeramos los horodiscos en corno
111,• • • ,Hk con radios respectivamente R , • • • , R k . Por el lema. 21, para cada
H„ E 7-11 existe g r, E G tal que
(1') g„(H 1 ) = H„
	
1 R„	 Ril
(2') -67 —7R 5 ! g il( )1 < 3 —
R
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Para cada u, y usando la gu definimos primero la familia de horodiscos
1-1+1.0 = Ig,i(H(a,R)) : H(a, R) E	 }
Si H(a,R) E ni+i,u, entonces R	 (R s IR1 )pn+1 ti ri t. Además # Ej+1,s
#H 1 	 I i 5(G) . La unión de estas colecciones de horodiscos es la familia 7-ti+1, es
decir,
7-( j+1 =	 7-‘)+i,u •
u=1
Finalmente definimos
= 11(a„4?) : II(a,R) E ni -F i }
Por construcción es de nuevo claro que los intervalos de la familia 13 + 1 son disjuntos
con radio comparable a r )4. 1 := ri t y que Ti+i C c'/j.
Esto finaliza. el paso inductivo de la construcción del conjur.to C. 	 n
Veamos ahora las pruebas de los lemas 20 y 21. Empecemos por este último.
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 21. Como H 1 y H2 están asociadas a la misma cúspide
existe / E G tal que 7(11 1 ) = H2 . Además. es claro, ver eg.	 p.601, que existen
en el estabilizador de 0 2 tales que g, = o "j E G satisface
(i) 9;( H1) = H2, i = 1,2,
(ii) g i (a l 2R 1 N,/-1) = tt l ¡ con w i E OH2 tal que la longitud hiperbólica de la
porción de OH2 entre Wi y a 2 +2R2 '11-71- es menor o igual que 1 (i = 1.2). Además,
Re(w i — a ? ) > O y Re(ze2 — 0 2 ) < O.
Denotemos por Ho el horociclo H0 = H(0,1). Demostraremos que si q es una
transformación de M6bius de 111 2 tal que
( i ) q(	 ) = Ho,
(ii . ) ii (2 ‘/TT) = w, donde la longitud hiperl-xílica de la porción de Ho entre
2	 y u' es menor o igual que 1. y Re ir > O
Entonces, 1/(3C) < iri f (z)1 < 3, para Izi < C y Re.: > 0.
El resultado deseado para g i es entonces obtenido componiendo 11 con trasla-
ciones y dilataciones. El argumento para g 2 es similar.
.7-1-1
+d)Sea q(z)	 e . 	 con ad — be = 1. Como 71 (0) = 0 se tiele que b = O. Sea
u' .ro + yo	 usando que 71 (2 VIT.) =	 obtenemos
{ 3' 0 =
	
Yo — 4c2	+ (12




lex +	 c21:12	 d2	 cdx
n
I gi ( z )1 2 =
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De (ii') se deduce que O < .ro <; 1 y 1 < yo < 2. Por lo tanto obtenemos
{ 10 <- 4 1. < c2 + eP ,
—
< 4 c2 + a 2 < 9 .
y, consecuentemente, O < c/d < 1/2 y 1/2 < d2 < 2.
Por lo tanto para z x + y	 1 con	 <Cyr >O se obtiene que
—1 < c2 1.-.1 2 + d2 + 2cdx < —
9
C2 ,
2 —	 — 2
y COMO
El lema 20 se obtiene del siguiente resultado sobre la distribución de los horodis-
cos asociados a las cúspides de R.
Lema 22. Exi:Iten p E (0,4 ) y un conjunto compacto K de R. tale3 que para
toda cúspide. Y el conjunto A,(Y) de horodi5co3 corre;yondiente3 a e.qta cú.qpide




OBSERVACIÓN. En dimensión superior hay un resultado análogo al del lema 22 para
Hd+1subgrupos geométricamente finitos de Mil( 	 ). La demostración es similar.
La demostración del lema 22 sigue las mismas lineas de la demostración de la
proposición 4 en [S2] y es una conse.7uencia (le estimaciones asintóticas de la función
orbital de conteo. Para grupos de co-volumen finito, el caso considerado en [S2],
estas estimaciones son clásicas. Para nuestro caso (grupos geométricamente finitos)
se deben a S.J. Patterson (sin publicar) y son como sigue:
Sea G un grupo discreto de isometrías hiperbólicas de la bola unitaria IL '. Sea
cv, y E 113". Definimos N(r,w, y) corno el número de elementos g E G tales que
g(q) E {.r E Ir : p!n(w.x)	 r}
donde pin denota la distancia hiperbólica en Ir asociada a la métrica ds	 251'15 1-1,-1 •
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Teorema (Patterson). Si G es geométricamente finito, entonces existe ro > O
dependiendo de w y ri tal que
N(r,n,w), e r's	 para r > ro ,
donde <5 es el exponente de convergencia de G.
6.5. Variedades hiperbólicas 3-dimensionales.
La demostración del teorema 15 es similar a la del teorema 14 excepto que ahora
puede haber cúspides de rango no maximal y por ello la demost:7ación del lema 21
tiene que ser modificada. Este lema fue usado de manera crucial en la prueba del
teorema 14 y su versión 3-dimensional requiere una nueva idea c i te explicaremos a
cont inuación.
Para cualquier grupo geométricamente finito G. sus puntos fijos parabólicos
tienen entornos cuspidales. Recordamos (ver capítulo 1, sección 1.2) que para p un
punto fijo parabólico, un conjunto abierto U C 3 se denomina entorno cuspidal
de p si existe h E Miib(1141 3 ) tal que h(p) =	 y
(i) h(U) = IH1 3 (Rk x B 3-k ) donde B3--k es la bola unidad de R3-k y	 es
el rango de la cúspide,
(ii) clausura( U) n A(G)	 {p},
(iii) g(U) = U para todo g E Gp , y g(U) n U = 0 para todo g E G Gp
Obsérvese que li -1 ({(x i , x2 ,x 3 ) E R3 : x3 > 1} ) es la horobola con punto base p.
El sustituto del lema 21 que necesitamos es el siguiente:
Lema 21'. Sean H 1 = H(a i ,R 1 ) y H2 = H(a 2 . R2 ) dos horoboks correspondientes
a la misma cúspide E. Entonces, dada C > 1, existen.	 g2 E G tales que
(i)	 g . (H 1 ) = H2, i= 1,2,
Y para .r =	 E 1[1[1,
oí) 
CC' 
R2 ; 	 R2
 R 1 -	 )1 - R1
1 R2	
- R2
( iii ) 	 R1 5 i9`2( )1 5 ARi
si	 1. x 2 ) E Qi Ir - a: < CRi
si (.r i ,x 2 ) E (22 I .r - 0 1 1 < CR1
Aquí K es una constante positiva y Q i , Q2 denotan los dos sem.i;glanos complemen-
tarios en R2 de una línea en R 2 a través de
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DEMOSTRACIÓN. Sea k el rango de la cúspide. Como señalamos anteriormente las
cúspides de rango maximal (k = 2) son tratadas de la misma manera que en la
prueba del lema 21.
Sea k = 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E es la cúspide
correspondiente a la transformación (x l , x 2 , x 3 )	 (x1 + 1, x 2 , x 3 ) y	 := 11 3 \
x B2 ) es el entorno cuspidal en infinito.
Como H 1 y H2 corresponden a la misma cúspide E, existen J i E G (i = 1,2)
tales que
11; C	 :=	 ,
con Ui un entorno cuspidal con punto base a i de la horobola H i . Denotemos por
Ni el polo "norte" de Hi ((f i es el polo sur).
El conjunto h i (Ui ) es la envolvente convexa en H.3 	 dos discos 13 0 =
B(cii ,Rii ), (j = 1,2) en R2 tales que Bit n Bit = Sea Ci la geodésica en
H 3 de longitud euclidea máxima con puntos finales en ÜB,, U 0B i2 ; Ci y H i son
tangentes. Denotemos por p i el punto de tangencia, entonces es geométricamente
claro que la distancia hiperbólica desde el polo norte Ni de Hi hasta pi es a lo sumo
1. (Ver figura 12).
Obsérvese que q i := g; -1 (p;) = (t i , O, 1) para algún t i E R. Sea w la transfor-
mación (r i ,x 2 , x 3 ) —) (x 1 + 1, x 2 x 3 ) E G y ?l k = para. todo k E Z. Es
fácil ver que nk(Hi) = H2 y rik(a l ) = a2. El hecho importante es que, para todo
k, el punto 7/k - 1 (N2 ) pertenece a ,i 1 (L 1 ), donde L i es la recta en x 3 = 1 paralela a
{ x 2 = O, x 3 = 1} y que pasa por el punto 92-I (N2). Similarmente, para todo k, el
punto rik (Ni ) pertenece a 12 (L2 ), donde L2 es la recta paralela a L 1 que pasa por
gí 1 (Ni ). Usando que dist (N;, p;) :c. 1 para i = 1,2 se obtiene que dist (L 1 , L2) < 2.
Sea ko E Z tal que x3 (7/ko (N2 )) es máximo, i. e., dist (iiko -1 (N2 ),	 ) es
mínimo. Como dist (L 1 , L2) < 2, tenemos que dist. ((n k0 -1 (N2	 < 3.
Sean ahora g i = nk 0 +2 y g2 = gko-2. Entonces dist (g; (N1 ), N2 ) < 5 para
i = 1,2. (Ver figura 13).
Es geométricamente claro que
Ig i -1 (oc)- g2 (oc)I > r io R 1	 y	 c'I R I <	 < c.'2 1? 1 (i = 1,2),
para algunas constantes positivas e io , , 4. Sea L la recta que pasa por a l y por el
punto medio del segmento que une g 1 -1 (00) y g2 -1 ( ), y sean Q 1 , Q 2 los semiplanos
complementarios de la recta. L tales que g i -1 (w) E	 (i = 1,2). Entonces para
todo x E	 (i = 1,2), tenemos que ir - gi -1 (oo)i > coi? ' para j E {1.2} y j	 i.





















Denotemos ahora por Ho el horociclo Ho = H(0,1) y sea q una transformación
de Maius de	 tal que
(i') n(Ho) = Ho,
(ii') q((0, O, 2)) = I. , donde la distancia hiperbólica entre (0,0,2) y á' es menor
o igual que 5.
Para x E Ir tal que 1•r1 5 C y lx - q- 1 (co)1 co, veremos que
El resultado deseado para g i , (i = 1,2), se obtiene componiendo q con traslaciones
y dilataciones.
Para obtener (5.1) usaremos 111. representación por cuaterniones de las transfor-
maciones de Maius en 1E11 3 , (ver capítulo 1, sección 1.7). Identificamos ( , x2 , 1 3 ) E
1111 3 con el cuaternión x l	 r2i




con a,b,e,d E C y ad - be = 1.
Como q(0) = O se obtiene que b = O. Sea = s i +	 + 1- 3j, usando que
71 (2j) = obtenemos
Id1 2 (41c1 2 + 1412) '
417-r? (77/) 
Id1 2 (41c1 2 + 1(112)
41c12 + 
1(112
Por (ii') e' < r 3 < 2, para algún e' > O. y Vil < 1. Además, de las igualdades
para	 j«"2 se deduce que	




Por lo tanto obtenemos / lel < 1
- 2c'
2
1 < 4 ic1 2 + 1(11 2 <	
•e'
y en consecuencia, IdI < c l Ir1I and c 2 < 1(11 < c3 , para algunas constantes positivas
e l C2, C3•
Por consiguiente para r r 1 +.r 2 i+xlj con 131 < C y ir + I = -11-i(cc)I >
co se tiene que:
4	 (771)
§6. GEODÉSICAS ACOTADAS EN VARIEDADES HIPE RBÓLICAS 	 119
Si Cici < ld1/2, entonces
lex + di > Id' — Clci >
	 >	 .
Si Cicl > 1(11/2, entonces




c 	 — 2C
Además, lex + di < Cicl+ Id] < (Ce i
	1)1d1
	
(Cc i + 1) c3.
Corno	
1
 17)'(x)1=  
er+ di
, obtenemos el resultado.	 n
l
6.6. Aplicaciones.
Corolario 6. Sea R. una superficie de Riemann no compacta y con al mena." una
cúspide Y. Si H denota el conjunto de direcciones t, E S(p) tales que la geodésica
alcanza una altura máxima en la cúspide Y. Entonces Din, (H) 1.
DEMOSTRACIÓN. Considerarnos dos casos diferentes dependiendo si R tiene función
de Green o no.
Si R. tiene función de Green entonces es un resultado bien conocido que. dado
un punto p E 7Z, para casi toda t , E 5(p). la geodésica ). ,.en R satisface
dist (p, -1p. ,,(t))	 oo ,	 cuando t — oc.
donde dist es la distancia en R. Asi el resultado se obtiene en este caso. Por otra
parte, si R. no tiene función de Green entonces (5(G) = (ver t.g. !A61), y el
resultado se sigue del teorema 14.
Al aplicar el teorema 14 - a los grupos de Hecke F( .1) (ver capítulo 1, sección
1.7) se obtiene el siguiente resultado tipo Jarnik.
Corolario 7. La dimensión de Hausdorff del conjunto de puntos límites	 E
AmAn tales que
para toda. A-fracción finita. e.3
a	 C(1")
1 5, —	  32
«FPI)).
Recordamos que la función ) —> (1- (,x) es continua. Lipschitz, estrictamente
decreciente en [2.0c) y satisface que ii(F(2))• lim b(f( A)) = 1/2.
'
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Finalmente, es conveniente señalar que el Teorema 14 ha sido utilizado recien-
temente por J.L. Fernández y D. Pestana para probar el siguiente teorema de teoría
de funciones:
Teorema [FP]. Sea R una 3uperficie de Riemann hiperbólica distinta de LS\ {0}.
Si f :	 --> R es holomorfa. entonces
Dini.[9: d(9) < +00} > 45(R),
donde
d(8), sup dist( f(re ),ÍA),
o<r<1
b(R) es el exponente de convergencia del grupo de cubrimiento de R. y dist denota
distancia hiperbólica en R.
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